Calcul scientifique et Informatique 26 septembre 2013

TP 1: Interpolation et approximation polynémiale

On considére lespace de Hilbert H := L2([—1,1],w), ot w est la fonction constante égale a
un. Le polynéme de Legendre de degré n est défini par la formule :
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Exercice 1. Quelques propriétés. 1. Par intégration par partie, établir la relation
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En déduire que (L) est une famille de polynémes orthogonaux.
2. En utilisant la relation ci-dessus, montrer que ||L,||; = 1/2/(2n + 1). On pourra se servir

de la formule de Wallis : . S,
/ (1 _ x2)n _ 2 (TL) )

3. Montrer I'égalite (22 — 1)r! (z) = 2xnr,(x), ou ry(x) = (22 — 1)". En différentiant (n + 1)

n
fois cette égalité avec la régle de Leibnitz, démontrer que

(1 — 2?)P!(x) — 22P!(x) + n(n + 1)P,(z) = 0.

En déduire que les polynémes P,, sont des valeurs propres d’un certain opérateur. Montrer
que cet opérateur que est auto-adjoint (pour (.|.) ).

Exercice 2. Matrice de Hilbert. Dans le cas d’'une matrice carrée symétrique A, le condition-
nement est défini par cond(A) = |Amaz(A)/ Amin(A)| > 1. On rappelle également que pour une

matrice symétrique, la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de A est égale au mini-
(Az|z)
l|*

mum (resp. au maximum) du quotient de Rayleigh R4 (z) = ou (.|.) est le produit scalaire
standard et |.|| la norme induite.

0. On note x,, (resp. x7) le vecteurs propres unitaires de A correspondant aux valeurs propres
minimale de A (resp. maximale), et xe = zy, + expr, b = Az.. Montrer :

e = o]
o]l

[[be — bo|
= COHd(A)W

Interpréter en terme de stabilité de la solution du systéme linéaire Az = b.

, O T = Ze|o—gs Do = belo—g -

On appelle matrice de Hilbert (M; j)o<i j<n la matrice carrée dont les entrées sont

Mi,j = / (L‘iJrijC.
[7171]

Le but de cet exercice est de montrer que la matrice de Hilbert est mal conditionnée, et plus
précisément, que cond(M) tend rapidement vers +oo avec n.



1. Montrer qu’un polynéme P = > 7" ja; X i est la projection orthogonale d’une fonction
f € L2([~1,1]) sur R,[X] si et seulement si le vecteur colonne (ag, . . . a,) vérifie I'équation

Ma = (/[171] a:lf(x)da;>

2. Montrer que pour un polynéme P de coefficients a on a (a|Ma) = ||PH%2([_LH) :

0<i<n

3. En appliquant 1’égalité du dessus au polynéome de Legendre L,, majorer la valeur propre
Amin(M) (Indication : ||a|| > |ay].)

4. En appliquant I'égalité a un autre polynéme, montrer que A\pqr (M) > 2. En déduire une
borne inférieure sur cond(M ).

5. Question subsidiaire : illustrer numériquement l'instabilité de I'application b +— M ~'b.

Exercice 3. Optimalité du polynome de Tchebychev. Soit t, = 2771, ou T, est le niéme
polynéme de Tchebychev défini par la relation T),(x) = cos(n arccos(z)) pour z € [—1,1]. Le but
de cet exercice est de démontrer qu’il n’existe pas de polynome P de R,,[X] unitaire et tel que
1Pllcog—1,1) < 2~(n+l) — [tn+1lleo(—1,1)-

1. Calculer les points (i) ot T;, vaut +1.

2. Démontrer le résultat en raisonnant par I’absurde (Indication : montrer que si P satisfaisait
Iinégalité du dessus, alors T,, — P devrait avoir n + 1 racines).

Exercice 4. Différences diviséees et phénomeéne de Runge. Dans cet exercice on propose d’im-
plémenter un algorithme de construction du polynéme de Lagrange dans la base de Newton. On
s’en sert pour illustrer numériquement le phénoméne de Runge.

1. Soit f : [a,b] — R une fonction qu’on souhaite approcher, et xg,...,x, dans [a,b]. On
note f[zo,...,zk| le coefficient dominant du polynéme d’interpolation de f en les points
xo, ..., 2 (qu'on notera Jy, 4, f). Démontrer par récurrence la formule

Jzo,...,xnf = Z f[IE[), e ,Ik]($ — ZL‘()) . (.’E — fL‘k)
k=0

2. Démontrer la relation de récurrence pour k > 1:

_ Sl ] = flwo, - ]
f[l'(),l’l,...,xn]— .
T — X0
3. Etant donné une famille de N réels 1, ..., x,, on considére un polynéme P sous la forme

suivante : P(X) =ap+a1(X —z1) +a2(X —21)(X —22) + ...+ an(X —21) .. . (X —zp).
Ecrire une fonction lagrange_horner qui, étant donnés deux listes de réels (z;), (a;) et
retourne la valeur de P(z) (et telle que le nombre d’opérations effectuées soit O(n)).

4. Ecrire une fonction lagrange_newton qui, étant donnés deux vecteurs (x;) et (f;) (avec
fi = f(=;)) retourne les coefficients du polynome de Lagrange de f dansla base 1,..., (X —
{L'l), (X — {E1>(X — xg), ce

5. Se servir des fonction lagrange_newton et lagrange_horner pour afficher quelques poly-
nomes d’interpolation de Lagrange des fonctions f : x +— cos(z), g : x — m, pour des
points d’interpolation espacés réguliérement sur le segment [—1, 1]. Comment expliquer ce
phénomeéne (appelé phénoméne de Runge) ?

6. Réaliser les mémes calculs en utilisant les points de Tchebychev.



