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TP 1: Interpolation et approximation polynômiale

Références: [2] pages 157�164 pour l'interpolation polynômiale et les polynômes de Leg-
endre ; Chapitre 2 de [1] pour le conditionnement

Interpolation de Lagrange

Exercice 1. Phénomène de Runge. Dans cet exercice on propose d'implémenter un al-
gorithme de construction du polynôme de Lagrange dû à Newton (algorithme dit des
�di�érences divisées�). On s'en sert pour illustrer numériquement le phénomène de Runge.

1. Étant donné une famille de N réels x1, . . . , xn, on considère un polynôme P sous la
forme suivante :

P (X) = a0 + a1(X − x1) + a2(X − x1)(X − x2) + . . .+ an(X − x1) . . . (X − xn)

Écrire une fonction lagrange_horner qui, étant donnés deux listes de réels (xi),
(ai) et x retourne la valeur de P (x).

2. Modi�er la fonction lagrange_horner pour qu'elle continue à fonctionner si x est
une liste de valeur où l'on veut évaluer P .

3. Soit f : R → R une fonction qu'on souhaite approcher. Écrire explicitement le
polynôme P de Lagrange de degré 2 qui coïncide avec f en deux points x1 et x2,
sous la forme

P (X) = a0 + a1(X − x1).
4. On admet (cf Lemme 15.3 de [2] pour une démonstration) que le polynôme de

Lagrange de f peut s'écrire sous la forme

P (X) = f [x1] + f [x1, x2](X − x1) + f [x1, x2, x3](X − x1)(X − x2) + . . .

où les coe�cients sont dé�nis par la relation de récurrence

f [x1, . . . , xn] =
f [x1, . . . , xn−1]− f [x2, . . . , xn]

x1 − xn
Écrire une fonction lagrange_newton qui, étant donnés deux vecteurs (xi) et (fi)
(avec fi = f(xi)) retourne les coe�cients du polynôme de Lagrange de f dans la
base 1, . . . , (X − x1), (X − x1)(X − x2), . . ..

5. Se servir des fonction lagrange_newton et lagrange_horner pour a�cher quelques
polynomes d'interpolation de Lagrange des fonctions f : x 7→ cos(x), g : x 7→

1
1+25x2 , pour des points d'interpolation espacés régulièrement sur le segment [−1, 1].
Comment expliquer ce phénomène (appelé phénomène de Runge) ?

6. Calculer et a�cher le polynôme de Lagrange de la fonction g, pour des points xi =
cos
(
2∗i+1
2n

π
)
pour 0 ≤ i ≤ n − 1 (ces points sont appelés �points de Tchebychev�).

Expliquer la di�érence constatée avec la question précédente.
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Polynômes orthogonaux

Étant donné un intervalle [a, b] muni d'une fonction poids w : [a, b]→ R+, on considère
l'espace Hilbertien associé E := L2([a, b], w), dé�ni par

L2([a, b], w) := {f : [a, b]→ R mesurable ;

∫
[a,b]

f(x)2w(x)dx < +∞}

Pour toute fonction f et tout degré n dans cet espace on appelle meilleure approximation
de f aux moindres carrés un polynôme de degré n qui réalise le minimum :

min
P∈Rn[X]

‖f − P‖L2([a,b],w) = min
P∈Rn[X]

∫
[a,b]

‖f(x)− P (x)‖2w(x)dx

Quand la fonction poids w est presque partout positive, ce polynôme est unique (et il
s'agit de la projection orthogonale de f sur l'espace de dimension �nie Rn[X], prise au
sens de la norme ‖.‖L2([a,b],w)). On en déduit que le polynôme P est caractérisé par

∀Q ∈ Rn[X], 〈P |Q〉L2([a,b],w) = 〈f |Q〉L2([a,b],w).

Ceci est véri�é si et seulement si P satisfait le système d'équation

0 ≤ k ≤ n, 〈P |xk〉L2([a,b],w) = 〈f |xk〉L2([a,b],w).

Autrement dit, dans la base canonique, les coe�cients de P =
∑n

i=0 aiX
i doivent satisfaire

le système suivant d'équations :

n∑
i=0

ai

∫
[a,b]

xi+kw(x)dx =

∫
[a,b]

xkf(x)dx, 0 ≤ k ≤ n (1)

Exercice 2. Conditionnement . 1. Dans le cas où l'intervalle est [0, 1] et le poids est
constant égal à 1, écrire le système d'équations (1) sous forme matricielle, c'est-à-dire
sous la forme Mna = b, où le vecteur b dépend de la fonction f .

2. Écrire une fonction hilbert_matrix qui prends en entrée n et retourne la matrice
Mn.

3. Quelle est la norme de la matrice Mn et de son inverse M−1
n ? Illustrer numérique-

ment l'instabilité de b 7→ a = M−1
n b.

Exercice 3. Polynômes de Legendre. Le polynôme de Legendre de degré n est dé�ni par
la formule suivante :

Ln(x) :=
1

2nn!

dn

dxn
[
(1− x2)n

]
,

ou de manière équivalente par la formule de récurrence suivante :{
L0(x) = 0, L1(x) = x

(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1)xLn(x)− nLn−1(x)
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1. Dé�nir �à la main� les polynômes L1, L2, L3 en utilisant la fonction poly de Scilab :

x = poly ( [ 0 1 ] , ` x ' , ` coeff ' ) ; // re tourne l e monome ' x '
L1 = x ;
L2 = (3 ∗ x^2 − 1 )/2 ;
L3 = (5 ∗ x^3 − 3 ∗ x ) / 2 ;

On peut évaluer un polynôme en un point, ou en un vecteur de points via la com-
mande horner. En utilisant les fonctions horner, linspace et plot, tracer les
courbes de L1, L2 et L3 sur [−1, 1].

2. Écrire une fonction récursive polynome_legendre qui calcule le polynôme de Leg-
endre de degré n. En déduire une fonction non récursive polynomes_legendre, qui
retourne les n premiers polynômes de Legendre dans un vecteur de polynômes.

3. Véri�er que les polynômes Ln sont orthogonaux deux à deux pour le produit scalaire
induit par ‖.‖L2([−1,1],w), où w est le poids constant égal à un. Dans la suite, on
considère les polynômes normalisés L̄n = Ln/ ‖Ln‖L2([−1,1],w).

4. Écrire l'analogue du système d'équation (1) dans la base orthonormale des polynômes
de Legendre. Que peut-on dire du conditionnement de la matrice qui apparaît ?

5. Montrer que le polynôme de meilleure approximation aux moindres carrés d'une
fonction f : [−1, 1]→ R est donné par :

P =
N∑

n=0

〈L̄n|f〉L2([−1,1],w)L̄n

En déduire une fonction legendre_fit qui retourne le polynôme de meilleure ap-
proximation d'une fonction pour un degré donné. (Pour simpli�er les choses, la fonc-
tion sera donnée sous la forme de deux listes X = linspace(−1, 1,M) et Y = f(X),
et on approchera l'intégrale dé�nissant 〈.|.〉L2([−1,1],w) par un produit scalaire discret
à déterminer).

6. Appliquer legendre_fit à la fonction x 7→ 1
1+25x2 . Tracer la norme ‖.‖L2([−1,1],w)

(resp. la norme in�nie) du résidus en fonction du degré du polynôme.
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