TD 8: Coénes et optimisation

Exercice 1. Soit K un convexe fermé d’un espace de Hilbert E. Pour tout point p € K, ’en-
semble Qi (p) est considéré comme un sous-ensemble de E via isomorphisme entre E* et E.
Cet ensemble est appelé cone normal & K en p.
1. Montrer que Jix(p) = {v € E;Vq € K, (v|p) > (v|q)}. En utilisant la caractérisation de
la projection hilbertienne sur K, montrer que

dig(p) ={v € E; px(p+v)=p}. (1)

2. Application : Soit f : E — R une fonction convexe continue. Montrer que p € K minimise

min f(p) (2)

peEK

si et seulement gl existe un vecteur w € 9f(p) tel que px (p—w) = p. (Indication : utiliser
le théoréme sur la somme des sous-différentiels)

3. Nous cherchons maintenant a démontrer que si p € K et v € 0ig(p) alors v/ ||v| € ddk (p),
ou de maniére équivalente que

Vo e B, dg(z) ZdK(P)+<ﬁx—p>. (3)

(i) Démontrer que 'inégalité est automatiquement vraie pour les points x tels que
(v|z) < (vlp).
(ii) Soit maintenant x & H := {z € E;(v|p) > (v|x)}, et soit xy = py(x) la projection
orthogonale de z sur le demi-espace H. Montrer que xg = x — <ﬁ|x - p)ﬁ
(iii) En utilisant K C H, démontrer que

dge(z) > dp(z) = ||z — 2| = <H%H|x ~p),

puis en conclure que v/ ||v|| € ddk.
4. Application : Soit p € K un minimiseur de .
(i) Montrer qu’il existe w € df(p) tel que —w € Jix (p), puis que

0 € d(f + llwll dx ) (P)-
(ii) En déduire qu'il existe A > 0 tel que p soit un minimiseur global du probléme pénalisé

gféi]g f(p) + Mk (p).

Exercice 2. Céone engendré. Soit K un sous-ensemble d’un espace de Banach E. On considére
le cone engendré par K, qui est I’ensemble défini par

RYK = {Ax; A\ >0, z € K}.

Le but de l'exercice est de démontrer que si K vérifie les trois conditions (A) K est convexe et
fermé (B) K est borné et (C) K ne contient pas l'origine, alors R K est fermé.
1. On commence par des contre-exemples. Montrer que



(i) K = {x,y €[0,1)%y > 2?2} vérifie (A) et (B) mais que RT K n’est pas ferme.
(ii) K ={x,y € (R})?%y > 1/z} vérifie (A) et (C) mais que RT K n’est pas fermé.

2. On suppose désormais que K vérifie les trois conditions (A), (B) et (C), et on cherche a
démontrer que RT K est fermé. En utilisant le théoréme de Hahn-Banach, démontrer qu’il
existe € > 0 tel que Vz € K, ||z| > e.

3. Soit \;z; une suite d’éléments de RTK, définie par \; € RT et x; € K. On suppose que
lim; 00 Nz =y € E, et il s’agit de démontrer que y est dans K.

(i) Montrer qu’on peut extraire de la suite (\;) une sous-suite (\;, ) qui converge vers un
réel A > 0 (Indication : on utilisera la question |2 et les conditions (A),(B),(C)).
(ii) En déduire que la suite z;, /\;, converge vers un élément x € K.
(iii) En déduire que y = Az appartient & RT K et conclure.

Exercice 3. Soit H un espace de Hilbert. On rappelle qu'une fonction f : H — R est a-fortement
convexe si elle vérifie une des deux conditions équivalentes :

Va,y € dom(f), VA € [0,1],
A=V [l = yl* + (1= N+ xy) < (1= V(@) + M) (4)

Vg € B, foo:x € B f— % |z — zo||* est convexe (5)

1. On suppose que f est a-fortement convexe, et on se donne v € Jdf(xp). Montrer que 0
appartient au sous-différentiel O(f — (v|-))(x0), puis que

0€0(f =31 —ol* = (v]}) (a0),
et en déduire que
Vo € H, f(z) > f(z0) + (v]x - z0) + 5 |l — o] .
2. Montrer que pour tout xg,yo € H et tout v € df(x¢) et Yw € 0f(yo) on a
20 — yoll < avflo —wl].

3. En déduire la méme inégalité pour tout v,w € H et xg € Of*(v) et yo € Of*(w).

4. Onnote D = {v € E | 9f*(v) # 0}. Montrer que f* est Gateaux-différentiable sur D puis
que l'application v € D — V f*(v) est (1/«)-lipschitzienne.

5. Application : Soit f : E — R convexe sci minorée. Montrer que f, : E — R définie par

frla) = inf () + 5w~ 2l (on7 > 0)

est Gateaux-différentiable en tout point et que € E — V f(z) est 7-Lipschitz.



