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TD: Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

1 Application du théorème KKT

Théorème 1. Soit J ∈ C1(Rd) convexe, ci(x) = 〈ai|x〉 − bi pour 1 ≤ i ≤ k et soit

K = {x ∈ Rd | ∀i ∈ {1, . . . , k}, ci(x) ≤ 0.}

Alors,

x∗ ∈ argmin
K

J ⇐⇒ ∃λ ∈ Rk,


−∇J(x∗) =

∑
1≤i≤k λi∇ci(x∗) (équilibre)

∀1 ≤ i ≤ k, ci(x∗) ≤ 0 (admissibilité de x)

∀1 ≤ i ≤ k, λi ≥ 0 (admissibilité de λ)

∀1 ≤ i ≤ k, λici(x∗) = 0 (complémentarité)

(1)

Q1. On considère le problème suivant en dimension d = 2, avec k = 2 contraintes:
J(x) = (x1 − 2)2 + 2(x2 − 1)2

c1(x) = x1 + 4x2 − 3

c2(x) = −x1 + x2

1. En utilisant le théorème 1, écrire le système d'équation et d'inéquations devant être véri�é

par x∗ ∈ R2, λ ∈ R2 pour garantir l'optimalité de x∗ ∈ argminK J .
2. Trouver toutes les solutions de ce système. Pour cela, on distinguera les cas:

(λ1 = 0, λ2 = 0), (λ1 > 0, λ2 = 0), (λ1 = 0, λ2 > 0), (λ1 > 0, λ2 > 0).

En déduire la valeur de x∗.
Q2. Dans la suite, pour tout vecteur x ∈ Rd on notera x ≥ 0 ssi ∀i, xi ≥ 0, et x ≥ y si x−y ≥ 0.
On se place dans les conditions du théorème 1 et on note A la matrice dont les lignes sont

a1, . . . , ak et b le vecteur colonne (b1, . . . , bk).

1. Montrer que K = {x ∈ Rd | Ax ≤ b}.
2. Montrer que le théorème KKT peut se reformuler par

x∗ ∈ argmin
K

J ⇐⇒ ∃λ ∈ Rk,


−∇J(x∗) = ATλ

Ax ≤ b
λ ≥ 0

∀1 ≤ i ≤ k, λi(〈ai|x∗〉 − bi) = 0

(2)

Q3. On considère K = {x ∈ Rd | Ax ≤ b et Ex = f} où A ∈ Mk,d(R), E ∈ M`,d(R). Montrer

que le théorème KKT peut se reformuler par

x∗ ∈ argmin
K

J ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ Rk × R`,


−∇J(x∗) = ATλ+ ETµ

Ax ≤ b et Ex = f

λ ≥ 0

∀1 ≤ i ≤ k, λi(〈ai|x∗〉 − bi) = 0

(3)
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2 Démonstration du théorème KKT pour une unique contrainte

Soit c : Rd → R une fonction convexe de classe C1 et K = {x ∈ Rd | c(x) ≤ 0}. L'objectif de ce

problème est de montrer que

x∗ ∈ argmin
K

J ⇐⇒ ∃λ ∈ R,


c(x∗) ≤ 0

λ ≥ 0

λc(x∗) = 0

−∇J(x∗) = λ∇c(x∗)

(4)

Q1. Montrons l'implication ⇐= de (4).

1. Montrer que l'implication est vraie si λ = 0.
2. On suppose λ > 0, i.e. c(x∗) = 0. Montrer que pour tout x ∈ K,

J(x) ≥ J(x∗) + 〈∇J(x∗)|x− x∗〉
0 ≥ c(x)− c(x∗) ≥ 〈∇c(x∗)|x− x∗〉.

3. Conclure que ∀x ∈ K,J(x) ≥ J(x∗), soit x∗ ∈ argminK J .

On suppose maintenant que c véri�e l'hypothèse suivante, appelée condition de quali�cation:

∀x ∈ Rd, c(x) = 0 =⇒ ∇c(x) 6= 0, (5)

et on considère les deux problèmes d'optimisation, où J est une fonction strictement convexe de

classe C1 véri�ant lim‖x‖→+∞ J(x) = +∞:

P : min
x∈K

J(x) Pε : min
x∈Rd

Jε(x) où Jε(x) = J(x) +
1

ε
max(c(x), 0)2, (6)

Q2. Montrer que la condition (5) est véri�ée pour c(x) = ‖x‖2 − 1. Quel est l'ensemble K?

Q3. Justi�er l'existence et l'unicité du minimiseur x∗ (resp. x∗ε) pour le problème P (resp. Pε).

Q4. Montrer que x∗ε véri�e la condition d'optimalité

∇J(x∗ε) + λε∇c(x∗ε) = 0, où λε =
2

ε
max(c(xε), 0). (7)

On admettra dans la suite qu'il existe une suite εi → 0 telle que limε→0 x
∗
εi = x∗.

Q5. Dans cette question, on démontre l'implication =⇒ de (4):

1. On suppose c(x∗) < 0. Montrer que λεi = 0 pour i su�samment grand, puis en utilisant

(7) que −∇J(x∗) = 0 = λ∇c(x∗) où λ = 0.
2. On suppose maintenant que c(x∗) = 0, soit par (5), −∇c(x∗) 6= 0. Déduire de (7) que si

εi → 0, alors (λεi)i est bornée. En déduire l'existence de λ véri�ant (4).
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