Algorithmes d’optimisation — L3 MINT /DL 2019/2020 — Université Paris-Sud

TD: Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

1 Application du théoréme KKT

Théoréme 1. Soit J € CH(R?) convere, c;i(x) = (a;|x) — b; pour 1 <i <k et soit

K={zeR?|Vie{l,...,k}, ¢i(z) <0.}

Alors,
=VJ(x*) = X cick AiVei(x™)  (équilibre)
V1 <i<kc(xz*)<0 dmissibilité d
¢ cogming o Pem, | 1SIShal)s (sdmissibite dez)
K Vi<i<k,X >0 (admissibilité de \)
V1 <i<k Nci(z*) =0 (complémentarité)

Q1. On considére le probléme suivant en dimension d = 2, avec k = 2 contraintes:

J(z) = (z1 — 2)% + 2(z2 — 1)?
Cl(:L‘) =11+ 4I2 -3
co(x) = —x1 + 22
1. En utilisant le théoréme 1, écrire le systéme d’équation et d’inéquations devant étre vérifié

par z* € R?, X € R? pour garantir 'optimalité de z* € argming J.
2. Trouver toutes les solutions de ce systéme. Pour cela, on distinguera les cas:

(A1 =0,22=0), (A1 >0,A2=0), (A1 =0,A2>0), (\1 >0,A2>0).

En déduire la valeur de z*.
Q2. Dans la suite, pour tout vecteur z € R% on notera z > 0 ssi Vi, z; > 0, et > ysiz—y > 0.
On se place dans les conditions du théoréme 1 et on note A la matrice dont les lignes sont
aiy,...,ax et ble vecteur colonne (by,...,bg).

1. Montrer que K = {z € R? | Az < b}.
2. Montrer que le théoréme KKT peut se reformuler par

~VJ(z*) = AT\
Ax <b
z* € argmin J <= 3\ € RF, v (2)
K A>0

V1 S ) S k,)\z(<al|x*> - bz) =0

Q3. On considére K = {z € R? | Az < bet Ex = f} ot A € My 4(R), E € My4(R). Montrer
que le théoreme KKT peut se reformuler par

~VJ(z*) = ATAN+ETpu

Ar <bet EFx = f

A>0

V1 <i<k,\({(a;|z*) —b;)) =0

xz* e argm[%nt] — 3\, u) € RF x RY,



2 Démonstration du théoréme KKT pour une unique contrainte

Soit ¢ : RY — R une fonction convexe de classe C! et K = {z € R? | ¢(z) < 0}. L’objectif de ce
probléme est de montrer que

c(z*) <0

* . A>0
x Eargn}énJ<:>E|)\€]R7 (4)

Q1. Montrons l'implication <= de (4).
1. Montrer que 'implication est vraie si A = 0.
2. On suppose A > 0, i.e. ¢(z*) = 0. Montrer que pour tout z € K,

3. Conclure que Vo € K, J(x) > J(x*), soit * € argming J.

On suppose maintenant que c¢ vérifie 'hypothése suivante, appelée condition de qualification:
Vo e RY, e(x) = 0 = Ve(x) # 0, (5)

et on considére les deux problémes d’optimisation, ol J est une fonction strictement convexe de
classe C! vérifiant limeHHJroo J(z) = +oo:

1
P : min J(x) P. : min J.(z) ou J.(z) = J(z) + = max(c(z),0)?, (6)
€K z€R4 €

Q2. Montrer que la condition (5) est vérifice pour ¢(z) = ||lz||* — 1. Quel est Uensemble K7
Q3. Justifier I'existence et 'unicité du minimiseur z* (resp. x}) pour le probléeme P (resp. F:).
Q4. Montrer que x} vérifie la condition d’optimalité

2
VJ(xl) + AVe(zl) =0, ou A\s = R max(c(z.),0). (7)

On admettra dans la suite qu’il existe une suite ; — 0 telle que lim. o z%, = z*.
Q5. Dans cette question, on démontre 'implication = de (4):
1. On suppose c¢(z*) < 0. Montrer que A;, = 0 pour 7 suffisamment grand, puis en utilisant
(7) que =V J(z*) =0 = AVc(z*) o A = 0.
2. On suppose maintenant que c¢(z*) = 0, soit par (5), —Ve(z*) # 0. Déduire de (7) que si
g; — 0, alors (A, ); est bornée. En déduire l'existence de A\ vérifiant (4).

%



