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TP 2: Régression logistique

Ce TP étudie les aspects numériques de la régression logistique, un outil trés utilisé pour des
taches de classification de données. On considére un jeu de données constitué de points z, € R?,
a€ A={1,...,n}, que l'on suppose regroupés en deux catégories disjointes A = Ay LI A;. On
posera y, = 0sia € Ag et y, = 1 si a € Ay. L’objectif de la classification supervisée est de
construire une fonction u : R — R permettant d’estimer la catégorie d’un point: on souhaite
que u(xq) =~ y, pour tout a € A. Dans la régression logistique, on cherchera une fonction de la
forme! u,(z) = o((w|z)) oit w € R? est un vecteur et ott o : t € R — ef /(14 €?) est la sigmoide.

Probléme d’optimisation Informellement, le probléme de régression logistique consiste a
trouver w € RY tel que pour tout a € A, o((w|rs)) ~ y,. On le formalise par le probléme
d’optimisation suivant, d’inconnue w € R%:

P
X _ Y2 [ —log(1 — o ({wlza)) sia € Ag (1)
ou Fw) = %f“(w) gl et falw) = {—log(a((w|aja>)) siac A

En pratique, une fois trouvé le minimiseur w* de (1), on a fini la phase d’apprentissage, et on
pourra utiliser u* := wu,+ pour estimer la catégorie de points ne faisant pas partie du jeu de
données. La figure 1 représente un exemple de données (z4)qc4 et la fonction u* reconstruite.
Q0. Montrer que o(t) € 0,1[ pour tout ¢ € R, limy oo 0o(t) = 0 et limy 0 0(t) = 1, et
interpréter le probléme d’optimisation (1) lorsque v = 0.

1 Etude théorique du probléme régularisé (v > 0)

1.1 Existence et unicité

Q1.|Existence de solutions| Montrer que dans (1), f, > 0 pour tout a € A. En déduire que
F(w) > 3 |w|/?, puis que F admet un minimiseur sur R%.

Q2.|Convexité et unicité|
1. Soit g : R — R convexe et 2 € R%. Montrer que f : w € R% = g({w|x)) est convexe.
2. Soit g : t — —log(1 — o(t)). Montrer que o'(t) = o(t)(1 — o(t)), en déduire que ¢"(t) > 0,
que g est convexe et que pour tout a € Ay, f, est convexe.
(On montrerait de méme que f, est convexe Va € Ay)
3. En déduire que F' est y-fortement convexe (et que : Yw € RY, D?F(w) = ~1Id.)
4. Démontrer que le minimiseur de F sur R% est unique.
On notera désormais w* I'unique minimiseur de F'.

es fonctions de la forme x — Uy () sont bien adaptées pour approcher nos données (Zq, Ya)aca o ya € {0,1},
car elles vérifient automatiquement wu, (z) € ]0,1[ (au contraire des polyndmes, qui, lorsqu’ils sont non constant
sont aussi non-bornés!).



1.2 Calcul du gradient et de la hessienne

Q3.|Calcul du gradient| Montrer que

Vfa(w) = (c((w|xa)) = ya)Ta
VF(w) = > (0((wlza)) — ya)za + w0, (2)
acA
ot l'on rappelle que y, = 0sia € Ay, yo = 1sia € Ay et o' (t) = o(t)(1 — o (t)).

Q4.|Calcul de la Hessienne]
1. Soit z € R? un vecteur colonne. Montrer que A = zz! est une matrice carrée symétrique
positive dont les entrées sont (zzl);; = z;7;, et que (Av|v) = (z|v)?.
2. Soit (z,y) € RY x R, et G(w) := (¢({(w|z)) — y)z. Montrer que

0G;

Vi,j €{1,...,d}, S
J

(w) = o({w|2))(1 — o({wlz)))wiz;,
ou l'on a noté¢ G;(w) la iéme coordonnée de G(w). En déduire que

D2 f(w) = o((w|za)) (1 — o((w]za)))aaz?,
D2F(w) = 3 o((wlza))(1 — o((wlza)))zazl + 1. (3)
acA

Q5.|Convergence de la descente de gradient|
1. Montrer que, pour w® € R%, I'ensemble S = {w € R? | F(w) < F(w(®)} est compact.
2. En utilisant(3), montrer que pour tout v € R?,

(D fa(w)vlv) < [|lzall® [0l

En déduire que pour tout w € R?, (D2F (w)v|v) < M |jv||*, ou

M = (Z |yxa||2> +7.

a€A

3. Déduire de ce qui précéde que Yw € RY, 4Id < D?F(w) < MId.
4. En conclure que les itérées de l'algorithme de descente de gradient & pas optimal (resp.
avec backtracking d’Armijo) convergent vers w*.

Q6.[Convergence de la méthode de Newton| La norme d’opérateur d’une matrice carrée A est

définie par [|Af| = supjjy|=1 [|Av]|. On admettra que pour A symétrique, [[|Al| = sup),|=;(Av|v).
1. On pose A = D?F(wp) — D?F(w). Démontrer que

{(Avlv) < (Z o ({wolza)) (1 = o ((wolza))) — o((wi]za)) (1 = o ((wi]za)))] Iwa||2> &l

acA

2. Démontrer que la fonction g, (w) := o((w|za))(1 — o((w|z,))) est de classe C1. En déduire
qu’il existe une constante L, > 0 telle que g, est Ea—lipschitzienne sur S.

3. Déduire que la fonction w +— D?F(w) est Lipschitzienne sur S.

4. Conclure & la convergence de la méthode de Newton.
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Figure 1: Les points (24)aeA, sont représentés par des carrés, les points (z4)qec4, par des disques.
On trace par dessus des lignes de niveau de la fonction uy :  — (x|w*) ot w* minimise (1).

2 Etude théorique du probléme non régularisé (y = 0)

On suppose dorénavant que v = 0. Il n’est alors plus évident que F' est strictement convexe ni
méme qu’elle tend vers +oo lorsque ||w| — 400. On doit donc rajouter une hypothése sur les
points (z4)eca. Dans la suite, on I'hypothése que tout point de R? peut étre écrit comme une
combinaison linéaire & coefficients positifs des points (24)ac4,:

Vw € R, 3(Na)acap td da > 0 et w =Y Ayzq (4)
a€Aop

On pose C = F(w®) ou w® € R? et § = {w € R? | F(w) < C}. Pour montrer que le minimum
dans (1) est atteint, il suffit donc de démontrer que S est compact.
Q7. |Existence]

1. En utilisant la positivité des f,, démontrer que si w € S, alors f,(w) < C. En déduire que

1
— - I <
Ya € Ay, log(1+e<wlxa>> <C

En utilisant la décroissance de — log, en déduire que Va € Ag, (w|z,) < C.
2. (**) Montrer que I’hypothése (4) implique que

i > 0. 5
niny max (w|za) (5)

Indication: Poser ¢p(w) = maxgeca,(W|Tq), qui est continue, et raisonner par l'absurde.
Montrer que si (5) est fausse, alors il eviste w* € R? tel que ||w*|| = 1 et ¢(w*) < 0. En
utilisant (4), écrire w* =Y, Njxy ou N\; > 0. Démontrer qu’alors (w*|w*) <0, conclure.

3. Déduire de (5) qu'il existe & > 0 tel que Yw € R% Ja € A, (w|zy) > & ||w]| .

4. Conclure que S C {w € R? | ||lw|| < C/k} est compact, puis que F admet un minimiseur.
Q8.[Forte convexité, D?F > 0] En utilisant la formule (3) et I'hypothése (4), démontrer que
D?F(w) est symétrique définie positive en tout point w € R
Q9.|Convergence des algorithmes| En déduire la convergence des méthode de descente de gradient
et de Newton avec rebroussement d’Armijo.



