Algorithmes d’optimisation — L3 MINT /DL 2018/2019 — Université Paris-Sud

Partiel du 26/02/2019

Durée : 3h, a répartir entre questions écrites et numériques (partie 1.2).

Les documents (notes de cours, ancien TP, etc) sont interdits. La qualité de la rédaction
sera prise en compte dans la correction ; en particulier, il faut citer les hypothéses des théorémes
utilisés. Vous pouvez bien sir admettre les résultats d’une question afin de traiter les
questions suivantes.

1 Probléme : projection sur le simplexe

On s’intéressera au probléme d’optimisation suivant :

. N 1

min_f(x) ot f(x) = 5 [lz — 2[|* + he(x) (1)
x=(z1,22)EQ 2

Dans ce probléme, z = (21, 22) € R? est fixé, Q = {(z1,22) € R? | 21y > 0,29 > 0,21 + 22 < 1}

et he(x) := —¢e [log(x1) + log(z2) + log(1 — (21 + x2))] .

1.1 Etude théorique

Q1. [Existence] Soit (0 € Qet S = {z € Q| f(z) < f(z)}.
1. Montrer que f € C°(€).
2. Montrer que tous les termes apparaissant dans la définition de f sont positifs. En déduire
que S C A, ott ) = exp(—f(z(?)/¢) et ot

A, = {(z1,22) e R? | z1 > n, 29 > 21 +22 < 1—1n} CQ.

3. En déduire que 'ensemble S est fermé.
4. Montrer que le probléme admet un minimiseur.
Q2. [Convexité et unicité]
1. Montrer que I'ensemble §2 est convexe.
2. Montrer que si g : £ — R est strictement convexe et h :  — R est convexe, alors la
fonction g + h est strictement convexe.
3. Sans calculer de dérivée, en déduire que la fonction f est strictement convexe, et que le
probléme admet un unique minimiseur.
Q3. |Gradient et hessienne| Montrer que

Vhe(z) = —¢ K;;) +xl+:1€2—1<1’1)] Vi) = — 2+ Vhe(2)
Lo
D?h.(z) = ¢ (wO1 12> + m G D D?f(z) = id + D?*h. ()

Q4. [Conditionnement du probléme|
1. Montrer que Yo € R2, (D2 f(z)v|v) > |jv]*.
2. Montrer que Vv € R2 (D2h.(x)v|v) < e [max (z—l%, %) + m] o]
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3. Déduire que Vx € A, Vv € R?, [v]|? < (D2f(2)v|v) < M ||v]|* ot M = (1 + %)

On considére les deux méthodes d’optimisation suivantes, partant d’un point z(©) € Q :

") = =V f(«®) Y = —[D2f(@M)] 71V f (™)
(Gradient) { t(¥) = pas_armijo(z®*), d(¥) (Newton) ¢ t*) = pas_armijo(z®), d(¥)
k1) = (k) 4 (k) q(k) 2k = (k) 4 (k) g(k)

ou pas_armijo(z,v) = max{t | ¢ 6 N,t =Bl x4t e Q, f(z+tv) < f(x)+ta(Vf(x)v)}. Dans
la suite, on prendra § = 1 , = E

Q5. [Convergence] Justlﬁer la convergence de la méthode (Gradient), en citant précisément les
hypothéses du théoréme utilisé. Donner une borne sur le taux de convergence.

1.2 Reésolution numérique du probléme

Copier le fichier /commun/doc/merigot/M315-partiel. ipynb dans le répertoire reMise_copie
situé sur le bureau. Renommer le M315-nom-prenom.ipynb, et répondre aux questions dans
les cellules prévues.

2 Exercice : Optimisation coordonnée par coordonnée

Soit f: R? — R de classe C? et vérifiant pour tout = € R?, et i € {1,2},

Q6. Soit x = (71, 79) € R2.
1. Montrer que Vt € R, f(z1 + t,22) < f(z1,x2) —|—t§—fl(:v1,:c2) + Mt2/2.

e

2
2h@)| <M.

2
2. En déduire que mingeg f(z1 +t,22) < f(x1,22) — ﬁ [%($1,$2):|

On se donne un point #(? € R? tel que I'ensemble S = {z € R? | f(z) < f(z(®)} est compact,
et on considére I'algorithme suivant :

t*) = arg minycg f (xgk) +i xgk)) ’
2*2) = (k) 4 (¢(0) ()

1 1 2
sk+3) = arg mingeg f <x§k+2),$g€+2) + s) ®

kD) — g (k+3) 4 (O’S(k—l-%))

Vk € N,

Q7. Déduire de la question précédente que pour tout k > 1,

F(eD) <560 g (Zew)) < sy - L wse . @)

(Indication : montrer que Yk > 0, g—ej;(x(k“)) =0 en utilisant la troisiéme ligne de (2)).)

On démontrerait de la méme maniére que

f< k+1)> f< (k-&-%))_ﬁ“vf(l‘(lﬂ-%) 2

Q8. |Convergence| Déduire de [B)-[) que Y, HVf(a:(k)) H2 < 400, puis que limy,_, 1o Vf(z*)) =
0. Que peut-on dire de plus si f est supposée strictement convexe ?
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