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1 Probléme : minimisation de I’énergie de Dirichlet sous contraintes

Etant donnés trois entiers 1 < i; < 49 < n on considére K = {x € R® | x;, > 1 et 2, < —1}.
L’objectif de ce probléme est de résoudre le le probléme de minimisation sous contraintes

(P) = min J(x), ot J(z) = % 1Ga?, (1)

zeK

et oll on a noté GG la matrice possédant n + 1 lignes et n colonnes définie par

1
1 sii=j -1 1
Gij=q-1 sij=i—-1 soit G=
0 sinon -1 1

On rappelle que la norme euclidienne d'un vecteur x € R" est définie par ||z]|* = > cien T7

1.1 Etude théorique

Question 1. Ezistence et unicité. 1. Montrer que K est convexe, fermé et non vide.
2. Montrer que VJ(z) = Qz et D2J(z) = Q ou Q = GTG.
3. Démontrer que la matrice Q) est symétrique définie positive.
(Indication : on pourra commencer par démontrer que Ker G = 0).
4. En déduire que le probléme (P) admet un unique minimiseur, que I’on notera x*.

Question 2. Conditions d’optimalité. 1. Mettre la contrainte sous la forme
K={zeR"|ci(r) <0etcy(zr) <0},

ot les fonctions cq, co : R™ — R sont a déterminer.

2. Montrer que si ’on pose xg = x,+1 = 0, alors %(x) = —x;_1+2x; —x;4+1 pour 1 <i < n.



3. Ecrire les quatre conditions d’optimalité données par le théoréeme KKT. En déduire que si
x* est minimiseur du probléme , alors

f=2(xr +aly) Vie {1,...,n}\ {i1,i2}
(le—l + xz-&-l) < xfl
(

* * *
xi, g+l ) > T,

Nl N= 8

4. On définit £ € R™ de la maniére suivante, :

2z sil <1<
_—  oli—ig . ..
T; =141 2—1.2‘_7%1 sitgp <1< 49
B i—iy . .
1+7n7i2 sitg<1<nmn

En utilisant le théoréme KKT, démontrer que & est 'unique minimiseur de .

1.2 Premiére approche : algorithme du gradient projeté

Question 3. Projection sur [’ensemble K.
1. Rappeler la définition et la caractérisation donnée en cours de la projection d’un point de
R™ sur un convexe fermé.
2. Démontrer que la projection de x € R" sur K est donnée par :

pK(x) = (le, . ,wil_l,max(:ril, 1)7$i1+17 ey Lig—1, min(:L‘Z-2, —1),[Ei2+1, e ,xn).

Etant donnés z(9) € R” et 7 > 0, on considére I'algorithme de gradient projeté :

d(k) — —Qx(k+1)
2D — (2 4 7d®)

que l'on peut également mettre sous la forme
e * D) = pr(2®) — v (2®)))

Question 4. Convergence de l'algorithme. On admet que les valeurs propres de Q@ = GTG
appartiennent |0,4[, et on suppose que 0 < 7 < %
1. Montrer que les valeurs propres de Id,, — 7Q sont dans | — 1, 1[. En déduire que les appli-
cations S : x — x — 7VJ(z) et px oS sont contractanteslﬂ
2. En déduire que la suite (:n(k)) k>0 converge vers l'unique point fixe  de px o S.
3. En utilisant la caractérisation de la projection, démontrer que le point fixe T vérifie

Vye K, (S(z)—z|z—y)>0.

En déduire que le point & est 'unique minimum de (P)

(Indication : pour la deuziéme partie de la question 4.3 on pourra utiliser l'inégalité de
converité pour J faisant intervenir V.J.)

1. C’est-a-dire k-Lipschitzienne pour un certain k < 1



1.3 Deuxiéme approche : dualité et algorithme d’Uzawa

Dans cette partie, on résout le méme probléme (P) par dualité. On note B la matrice de
taille 2 x n dont la premiére ligne est le vecteur —e;, et la deuxiéme ligne est le vecteur e;,, ol
e, ...,en est la base canonique de R™.

Question 5. Soit I(x) = supy, y,>0 A1(1 — 2i;) + A2(1 + 4,).
1. Montrer que I(x) =0si z € K et I(z) = +oo sinon.
2. En déduire que (P) = infzern supy, y,>0 J(2) + A1(1 — z5;) + Ao (1 + 25,).
3. Montrer que A1(1 — ;) + A2(1 + 4,) = A1 + A2 + (Bz|A).

On s’intéresse au probléme d’optimisation dual, qui peut s’écrire :

(D) = sup inf J(z)+ A1 + A2 + (Bz|\).
AcR? TER™

Question 6. Soit A = (A1, \2) € Ri. Montrer qu’il existe un unique point x, réalisant I'infimum
dans infyepn J(2) + A1 4+ Ao + (Bz|)), puis que z est solution de GTGzy + BTA = 0.

On pose désormais H () = infycrn J(2) + A1 + A2 + (Bz|A), de sorte que (D) = SUP)\cR? H()\).

Question 7. En posant R = B(GTG)~' BT, démontrer que

1
H(A) = =5 (ARA) + A+ Ao

ean--on ) - ()

On considere I’algorithme d’Uzawa : étant donné A € R2 et 7 > 0, on définit

) = ~(GTG)'BTA®) (= 2\

1

d®) = Bx(F) [= VH(A(k))]

AE+D) — Pr2 (AE) 4 7a®)).

La projection de A € R? sur R% est donnée par pRi()\) = (max(A1,0), max(Az,0)).

Question 8. Convergence de l’algorithme d’Uzawa.
1. Démontrer que la matrice R est définie positive, de valeur propre 0 < A\; < Ag.
Dans la suite, on suppose que 0 < 7 < /\%
2. Montrer que les valeurs propres de Id,—; — 7R sont dans | — 1,1[, et en déduire que
lapplication T : A +— A + 7V H () est contractante.
3. Montrer que la suite A*) converge vers 'unique point fixe A de application PRz © T.

4. Démontrer que \ est I'unique maximiseur de (D).
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