‘ Algorithmes d’optimisation — L3 MINT /DL 2017/2018 — Université Paris-Sud ‘

Examen du 06/05/2019 — Eléments de correction

1 Probléme : minimisation de I’énergie de Dirichlet sous contraintes

Etant donnés trois entiers 1 < 77 < i3 < n on considére K = {z € R" | z;; > 1 et x;, < —1}.
L’objectif de ce probléme est de résoudre le le probléme de minimisation sous contraintes

(P) = min J(), on J(x) = 5 |G, W)

et oll on a noté G la matrice possédant n + 1 lignes et n colonnes définie par

1
1 sit =7 -1 1
GUZ -1 sij=1—-1 soit G =
0 sinon -1 1

—1

On rappelle que la norme euclidienne d’un vecteur & € R™ est définie par ||z]* = 3 ;< 22

1.1 Etude théorique

Question 1. Existence et unicité. 1. Montrer que K est convexe, fermé et non vide.
Correction. Montrons la converité de K : soient x,y € K, t € [0,1] et z = (1 — t)z + ty.
Alors,

zip = (1 —t)ay, +ty;, > (1—t)14+¢1 =1,

car (1—t) >0, z;;, > 1,t >0 ely;, > 1. De méme, on monire que z;, < —1. Ainsi z € K,
ce qui montre que K est convere. Pour montrer que K est fermé, il suffit de prendre une
suite convergente d’éléments de K, e.g. " € K telle que lim,,—, oo 2™ € R", et de montrer
que * € K. Or,
et de méme x;, < —1, soit ¢ € K. Ainsi K est fermé. Pour montrer que K est non vide,
on considére v € R™ tel que x; =0 si 1 & {i1,i2}, z;, =1 et x;, = —1.

2. Montrer que VJ(z) = Qx et D2J(z) = Q o Q = GTG.
Correction. On a

1 1 1
J(x) = 5 |Gz|* = 5 (Gal|Gx) = S(GT Gala),

ot Uon a utilisé (x| Ay) = (ATz|y). Ainsi, J est quadratique, J(z) = 3(Qz|z), 0t Q = GTG
est symétrique. Le premier TD montre que VJ(z) = Qu et D?J(x) = .



3. Démontrer que la matrice @) est symétrique définie positive.
(Indication : on pourra commencer par démontrer que Ker G =0).
Correction. On a déja vu dans la question précédente que Q est symétrique. Montrons
que Q est positive : soit v € R,

(Qulv) = (G Gulv) = (Gv|Gv) = ||Gol|* = 0.

On wvoit de plus que (Qu|v) = 0 si et seulement si |Gv|| = 0. Or, on constate facilement
que si Gv = 0, alors vi = 0 (premiére ligne de G), puis v = v = 0 (deuziéme ligne de
G)), et par récurrence v3 = vy = ... = v, = 0. Ainsi, (Qu|v) =0 ssi v =0. On en déuit
que

Vo # 0, (Qulv) >0,

montrant par définition que Q) est symétrique définte positive.

4. En déduire que le probléme (P) admet un unique minimiseur, que l'on notera x*.
Correction. (Existence) Comme J est une fonction quadratique, et que Q est définie
positive, lim |, 40 J(2) = +00. De plus J est convere et l'ensemble K est fermé. Le
probléme d’optimisation admet au moins une solution
(Unicité) Comme D?J(z) = Q est une matrice symétrique définie positive pour tout x, J
est strictement convexe. Comme de plus l’ensemble K est convexe, le probléme (1|) admet
au plus une solution. En conclusion, admet exactement une solution notée x*.

Question 2. Conditions d’optimalité. 1. Mettre la contrainte sous la forme
K={xeR"|ci(z) <0etca(x) <0},

ou les fonctions ¢y, co : R™ — R sont a déterminer.
Correction. L’ensemble K peut étre décrit par
K={zeR|z; >1eta,<-1},
={zeR?| ¢1(z) <0 et ea(z) <0}
ot c1(x) = —xi + 1 et ca(x) = x4, + 1.

2. Montrer que si 'on pose xg = x,41 = 0, alors g—i(:r) = —x;_1+2x; —x;01 pour 1 < i < n.
Correction. On a montré dans une question précédente que

1 T
-1 1 -1 1
VJ(z)=G'Gz = T.
-1 1 -1 1
-1 —1
2 =1 0
-1 2 -1
= 0 0|z
-1 2 -1
0o -1 2



On peut conclure en remarquant que 0J/0z(x) = (VJ(x));. Le résultat s’obtient aussi
facilement par calcul direct des dérivées partielles, en remarquant que

1 2
J(@) = 5 Gal* = Y (wiar — i)
i=0
avec la convention xpy1 = xg = 0.

3. Ecrire les quatre conditions d’optimalité données par le théoréeme KKT. En déduire que si
x* est minimiseur du probléme , alors

af = 3(zf_, +at) Vie{l,...,n}\ {i1,i2}
%(1'?1 1 Hal) S
%(‘T;k —1 + ‘7;7,2—&-1) > ‘7:;2

Correction. Comme J est conveze de classe C' et comme Uensemble K est décrit par deus
inégalités affines (c1(x) <0 et ca(x) <0), le théoréme de KKT s’applique (avec £ =2) :

—VJ(2*) = Y1y MiVei(z¥)

e K
¥ € argminJ <= I\ € R? t.q. N ‘
K A >0 VZE{L...,K}
)\zcl(m*) =0 Vi € {1,...,f}

En remplacant ¢; et J par sa définition,

—(=zj + 227 — 27 ;) =0 Vi & {i1,i2}
_<_x’?1+1 + 23::1 - m;}—l) = _)\1
—(=2f 4y + 227, — ], _y) = Ao

¥ € argminJ < I\ € R? t.q.
K z; > 1z, < -1

)\17>\2 > 0
)\1(—.%:1 + 1) = )\2(1’;; + 1) =0

En particulier,

—(—wiy + 207 —27 ) =0 Vig{i, i}
¢ comgmnd = | (ot a2
—(—$2<1+1 + 2:1:;“1 - ’L1 1) 2

;f‘:%(y;’i';l—i—x;rl) Vie{l,...,n}\ {i1,i2}
x;,kl 1 + x;-‘rl) < .’172(1

(
(27,1 + Tjpy1) = 3,

o= o= 8

4. On définit £ € R™ de la maniére suivante, :

% sil <1<y
T; = 1—2% siig <i<iy.

B i—io .. .

1+an siitg <1 <n



En utilisant le théoréme KK'T, démontrer que T est I'unique minimiseur de .

Correction. On utilise [’équivalence : comme T vérifie Ty, =1 et Ty, = —1, les lignes
4 et 6 du systéme sont automatiquement vérifiée. En enlevant ces lignes du systéme on
obtient

—(=Zi41 +2% — Zi1) =0 Vi & {i1,i2}

. —(—x; _|_2* — T = -\
T est optimal <= I\ € R2 t.q. ( Qf“ﬂ "fh Jju 1) 1
_(_xi1+1 -+ 2xi1 — xil—l) — AQ
A, A2 >0
—(=%i41+2% — Tj—1) =0 Vi & {iy,ig}
= (=i 41 4+ 28, —Ti,-1) <0
—(=Ziy+1 + 2%, — Tiy—1) 20,

ce qui par un calcul simple est bien le cas.

1.2 Premiére approche : algorithme du gradient projeté

Question 3. Projection sur l'ensemble K.
1. Rappeler la définition et la caractérisation donnée en cours de la projection d’'un point de
R™ sur un convexe fermé.
Correction. Voir cours.
2. Démontrer que la projection de x € R™ sur K est donnée par :

pr(z) = (1, .., Ty —1, max (i, 1), Tiy 41, -« s Tig—1, Min(Tiy, — 1), Tigg 1, .-« Tn)-

Correction. p = pi(x) est la projection de x sur K (qui est convexe et fermé par Q1) si
et seulement si p € K et
Vg € K,{x —plp—q) > 0.

Ici, p; = x; pour tout i & {i1,i2}, donc cette condition se réécrit
Vg € K, (zi, = piy)(Piy — i) + (@iy — pin)(Din — i) 2 0.
Pour montrer que cette inégalité est vraie, il suffit de démontrer que
Vi, > 1, (i, — piy,) (i, — ¢iy) = (zi, — max(z;,, 1))(max(x;,,1) —¢,) >0
{ Vai, < =1, (@iy — Pis)(Piy — Gin) = (@i, — min(wi,, —1))(max(zs,, —1) — ¢;,) > 0

Montrons la premiére ligne (la seconde se traite de maniére analogue) en distinguant deuz
cas : st xy;, > 1, alors (z;, — max(x;,,1) = 0 et l"inégalité est vraie. Si x;;, < 1, alors
max(z;,, 1) =1 et

Vg, > 1, (@i, —max(w;,1))(max(wi,, 1) —q;y) = (zi; — 1) (1 —q;y) > 0.
—— ——

<0 <0



Etant donnés z(9) € R” et 7 > 0, on considére I’algorithme de gradient projeté :

A = _Qu(+D)

que 'on peut également mettre sous la forme
2P = pre(a®) — v (™))

Question 4. Convergence de lalgorithme. On admet que les valeurs propres de Q@ = GTG
appartiennent |0, 4[, et on suppose que 0 < 7 < %

1. Montrer que les valeurs propres de Id,, — 7Q sont dans | — 1, 1[. En déduire que les appli-
cations S : x — x — 7VJ(x) et px oS sont contractanteslﬂ
Correction. La matrice QQ est symétrique donc diagonalisable : il existe A1, ..., A\, €]0,4]
el v1,...,v, non nuls tels que Qu; = \jv;. Ainsi,

(Id,, — 7Q)v; = v; — TAv; = (1 — TA\)v;.
On en déduit que les valeurs propres de 1d, — 7Q sont u; =1 — 7X;. De plus,
O<i<d=,vpl—dr<=1—7N\; <1.
Ainsi, pour que p; €] — 1,1, il suffit que 1 —41 > —1, soit T < 1/2. Supposons que c’est le
cas. Alors, comme 1d,, — 7Q est symétrique, ||1d,, — 7Q|| = p(Id,, — 7Q) ot ||-|| est la norme

sur My (R) induite par la norme euclidienne sur R™ et p est le rayon spectral. Ainsi,
k= |Id, = TQ| = m?X],uZ-] < 1.
En posant S(x) =x — 7V J(z) = (Id,, — 7Q)x, on en déduit

15(z) = Sl = |(dn = 7Q)(x = y)|| < [Idn = 7Q| [l — y|| < [lz —yl|

ot k < 1. On en déduit que S est contractante, et que pr oS est aussi contractante comme
composition de J et de la fonction px qui est 1-lipschitzienne par théoréme du cours :

S(z) — < - < — .
Ipic o S@) —prc oS < 5@ =S < rllz—y
pr1-Lip

2. En déduire que la suite (ac(k))kzo converge vers 'unique point fixe T de px o S.
Correction. On vérifie facilement que £+ = pg o S(x(k)), Comme pr o S est contrac-
tante, le théoréme du point five implique que la suite z(k) converge vers l'unique point fize
de pg o S(z).

3. En utilisant la caractérisation de la projection, démontrer que le point fixe  vérifie

Yy e K, (S(z)—z|z—y) > 0.

En déduire que le point Z est I'unique minimum de (P).

1. C’est-a-dire k-Lipschitzienne pour un certain k < 1



(Indication : pour la deuziéme partie de la question 4.3 on pourra utiliser l'inégalité de
convezité pour J faisant intervenir V.J.)

Correction. Le point T vérifie T = px(S(r)). Ainsi, T est la projection de S(Z). La
caractérisation de la projection sur le convexe fermé K nous donne directement

vy € K, (5(z) — x|z —y) > 0,
et comme S(x) =x —7VJ(2),

Vy € K,—m(VJ(Z)|z —y) >0,
Soit y € K. Par convexité de J, on a

J(y) = J(7) + (y — 2|VJ(2)) 0 = J (%),
—_—————

>

ce qui montre que T est le minimiseur de J sur K, soit T = x*.

1.3 Deuxiéme approche : dualité et algorithme d’Uzawa

Dans cette partie, on résout le méme probléme (P) par dualité. On note B la matrice de
taille 2 x n dont la premiére ligne est le vecteur —e;, et la deuxieme ligne est le vecteur e;,, ol
el,...,en est la base canonique de R™.

Question 5. Soit I(x) = supy, y,>0 A1(1 — 2iy) + A2(1 + 4,).
1. Montrer que I(z) = 0si 2 € K et I(x) = 400 sinon. Correction. On commence par
montrer égalité pour x € K. Comme xz;; > 1, pour tout A\ > 0, A\i(1 —z;,) < 0. De
méme, pour tout Ao >0, Aa(1+ z;,) < 0. Ainsi,

sup A (1 —z,) + Aa(1 +x4,) <0,
A1,A2>0
et il y a égalité pour A\ = Ay = 0. Ceci montre que I(z) = +00. Six & K, alors x;;, <1 ou
Zi, > —1. Supposons que x;; < 1, le deuziéme cas se traitant de maniére similaire. Alors,
sup A1(1—x4) + A1+ miy) >sup A; (1 — x;,) = 400,
——

A1,A2>0 A>0
= >0

ce qui implique I(x) = +oo.
2. En déduire que (P) = infyern supy, y,>0 J(2) + A1 — z;) + Ao (1 + 25,).
Correction. C’est une conséquence de

sup  J(z) + A (1 —2y) + Aa(1+2,) =
A1, A2>0

J(x) zeK
+o x g€ K.

3. Montrer que A1(1 — ;) + A2(1 + 4,) = A1 + A2 + (Bz|A).
Correction.
1l suffit de voir que
= (—€i [) A1 + (€i|[2) A2
= —\1Ti, + Aaxi,.



On s’intéresse au probléme d’optimisation dual, qui peut s’écrire :

(D) = sup inf J(z)+ A\ + Ao+ (Bz|A).

2 zeR™
AERY

Question 6. Soit A = (A1, \2) € Ri. Montrer qu’il existe un unique point x) réalisant I'infimum
dans inf,ern J(x) + A1 + Aa + (Bz|\), puis que xy est solution de GT Gz + BT\ = 0.
Correction. La fonction Jy : x — J(x) + A1 + Ao + (Bx|\) est conveze car J est conveze et
x> (Bx|\) = (x| BT\) Uest aussi. De plus,

VJ\(z) =VJ(z) + B'XA = Qz + BT\

Ainsi xy minimise Jy ssi

VJ)\(JJ)\) = Qx)+ BT/\ =0.
On en déduit qu’il existe un unique minimiseur, xy = —Q BT\, avec Q = GTG.
On pose désormais H () = infycrn J(x) + A1 + A2 + (Bz|A), de sorte que (D) = SUP)\cR? H()\).

Question 7. En posant R = B(GTG)™' BT, démontrer que

H(A) = =5 AIRA) + A1+ Ao

1
2
1 1
VH(A) = —RA+ <1> = Bz + <1>
Correction. Par définition de x),
H(\) = inf J(z)+ X\ + X + (Bz|A)
rER™
= J(xx) + A + Ao + (Bxy|A)
1
= §<Q$A’$>\> + A+ Ao+ <x)\|BT)\>
1
= ——{(Qzxlz)) + M + A2 + (22| Qy + BTN)
2 A~ 2
=0 par Q6
1
- _§<QQ_1BT)‘|Q_1BT)\> + A1+ A2

1
—§<)\| BQ'BT RA+ A1 + o)

On en déduit (en utilisant que Q™' est symétrique, et que R l'est donc aussi) que

VH()\) = BQ 'BT + G) .

On considéere I'algorithme d’Uzawa : étant donné A(O) € R? et 7 > 0, on définit
2®) = —(GTG)1BTAW  [=2,p)]
1
dF) = Bx(F) ) [= VH(\®)]
A(e+1) — pRi()‘(k) + Td(k)).

La projection de A € R? sur R? est donnée par pRi(A) = (max(A1,0), max(Az,0)).

7



Question 8. Convergence de algorithme d’Uzawa.
1. Démontrer que la matrice R est définie positive, de valeur propre 0 < A\; < Ao.
Dans la suite, on suppose que 0 < 7 < /\%

Correction. Soit A € R%. Le calcul précédent montre que
(AIRA) = (Qzxlzr) > 0,

ce qui montre que R est positive. Pour montrer qu’elle est définie, supposons que (A\|R\) =
0, soit (Qzy|xy) = 0. Comme Q est symétrique définie positive, 0 = x) = —Q BT\, et

donec BTA =0 = —A1€i, + Aoe,. Comme i1 # ia, on en déduit \; = Ay = 0. Ceci montre
que R est définie positive.
2. Montrer que les valeurs propres de Id,—; — 7R sont dans | — 1,1], et en déduire que

lapplication T : A — A + 7V H () est contractante. Correction. Méme calculs que dans
la question 4.1

3. Montrer que la suite A(®) converge vers I'unique point fixe A de 'application PR2 © T.
Correction. Méme arguments que dans la question 4.2

4. Démontrer que ) est 'unique maximiseur de (D). Correction. Mémes arguments que dans
la question 4.3
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