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1 Probléme : projection sur les vecteurs croissants

Les données du probléme sont un vecteur y € R™. On cherche & résoudre le probléme de
minimisation sous contraintes

(P) := gél[I{l lz—y|®> oK ={zeR"|VI<i<n-—1,2; <z} (1)

On rappelle que la norme euclidienne d'un vecteur € R” est donnée par ||z]|* = > cicn T7

Question 1. Montrer que ’ensemble K est convexe, puis justifier ’existence et I'unicité d’une
solution au probléme ().

1.1 Premiére approche : paramétrisation et gradient projeté

On considére la matrice A de taille n x n dont les éléments diagonaux et sous-diagonaux sont
égaux a un, et les éléments sur-diagonaux sont nuls, i.e. A;; =0si j>diet 1sij <.

Question 2. Dans la suite, on pose L ={z € R" | 20> 0,...,2, >0} =R x RZ‘:I.
1. Démontrer que (Az); = z1 + ...+ z. En déduire que si z € L, alors Az € K.
2. Soit x € R™. Montrer que z = (21,22 — X1,...,Tp — Tp—1) € R™ vérifie Az = x.
3. En déduire que K = {Az € R" | z € L}, puis que (P) = (P’) ou

(P') = IZDGIB F(2) et on F(z) = ||Az —y||*.

Question 3. Rappeler la caractérisation de la projection d’un point sur un convexe fermé. En
déduire que la projection de z € R™ sur L est donnée : pr(2) = (21, max(z2,0), ..., max(zy,,0)).

Question 4. Montrer que VF(z) = 2(AT Az — ATy) et que D?F(z) = 24T A.

Question 5. Démontrer que AT A est symétrique définie positive (on pourra montrer au préalable
que Ker(A) = {0}). En déduire que (P’) admet exactement un minimiseur.

On suppose dorénavant que les valeurs propres de AT A appartiennent a I'intervalle (0, ..., A].
Etant donnés 2(9) € R™ et 7 > 0, on considére I’algorithme de gradient projeté :

dF) = —2(AT Azk+1) — ATy)  [= —VF(2)]
2D — pp (20 (k)

Question 6. Dans cette question, on suppose que 0 < 7 < 1/A4.



Montrer que les valeurs propres de Id,, — 2r AT A sont dans | — 1, 1].

En déduire que Papplication S : z +— z — TV F(z) est contractanteﬂ

Démontrer que la suite (z(k)) k>0 converge vers 'unique point fixe de z de pr, o S.
Justifier que le point Z est 'unique minimum de (P’), puis que z* := AZ minimise (P).

=

1.2 Deuxiéme approche : dualité et algorithme d’Uzawa

Dans cette partie, on résout le méme probléme (P) par dualité. Dans la suite, si x,y sont
deux vecteurs de méme taille, on notera x < y si et seulement Vi, z; < y;.

Question 7. Montrer que K = {z € R" | Dz < Ogn-1} ol on a noté D la matrice possédant
n — 1 lignes et n colonnes ayant des 1 dans sa diagonale et des —1 dans sa sur-diagonale, i.e.

1 -1

1 -1
Question 8. On pose I(z) = sup,pn-1(A[Dx). Montrer que I(z) = 0siz € K et I(z) = +00
+
sinon. En déduire que (P) = inf,cpa SUD) cn—t |z — y||* + (\|Dz).
On s’intéresse au probléme d’optimisation dual :

(D)= swpinf, o —ylf* + (AIDa).
AeR? T TE

Question 9. Soit A € R?"'. Montrer que l'infimum dans inf,cpa ||z — y|? + (\|Dz) est atteint
en un unique point z € R?, que l'on calculera explicitement.

On pose désormais G(\) = |lzx — y||* + (A\|Dzy), de sorte que (D) = SUP g1 G(N).

Question 10. Démontrer que G()\) = —1 HDT)\H2 + (DT \|y) puis que VG(A) = D).
On considere l'algorithme d’Uzawa : étant donné A9 € R*~1 et 7 > 0, on définit
2k = — %DT,\(k) [= 2\
d®) = Dz*) (= VG(A®)]
k4+1) — 1 (AR (k)
A Pgn 1 (AW 7d™).

La projection de A € R"~! sur R?"! est donnée par pRi_l(A) = (max(A1,0),...,max(A,—1,0)).
Dans la question suivante, on admettra que la matrice DD est diagonalisable, et que ses valeurs

propres sont inclues dans l'intervalle ]0, 4].

Question 11. On suppose 0 < 7 < 1.
1. Montrer que les valeurs propres de Id,,—1 — %DDT sont dans | — 1,1[, et en déduire que
lapplication T : A — A + 7VG() est contractante. B
2. Montrer que la suite A*) converge vers I'unique point fixe A de I'application pgn-10T, puis
_ +
que A est 'unique maximiseur de (D).

Question 12. Montrer que Dxy < 0, ou X\ a été introduit dans la question précédente. En
déduire que (P) < ||lz5 — y||*> = (D), puis que z5 minimise (P).

1. C’est-a-dire k-Lipschitzienne pour un certain k < 1
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