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Introduction

Motivation Dans de nombreuses applications, la formulation naturelle du pro-
bleme qu’on cherche & résoudre est un probléme d’optimisation :
— Dans la méthode des moindres carrés, on remplace un systéme linéaire Ax = b
surdéterminé et/ou n’ayant pas de solution (par exemple car certaines des
égalités se contredisent) par le probléme d’optimisation suivant :

min || Az — b|?. (1)
z€RN
Le minimiseur x* de ce probléme vérifie “au mieux” la famille d’équation Az =

b. Au contraire, lorsqu’un systéme linéaire Az = b admet plusieurs solutions,
on peut en sélectionner une en considérant le probléme

Hg}}HmH? K={zeRY | Az =10} (2)

— Si # € R représente un signal 1D échantilloné avec du bruit (Z; représentant
par exemple la mesure effectuée en un temps t;), on peut débruiter le signal en
considérant le probléme d’optimisation suivant, ou A > 0 est un paramétre :

min o - Z[P+ X Y |zig - @il (3)
ol 1<i<N—1

un compromis entre deux comportements : x* doit étre proche de  (c’est le role
du premier terme ||z — Z||* de la fonction optimisée) mais doit également étre
“régulier”, au sens ou deux valeurs successives x; et ;41 doivent étre proches
(second terme ) . ;41 — zi%).

— En finance, on peut considérer le probléme de I'optimisation de portefeuille.
Etant donnés N actifs, il s’agit de déterminer le pourcentage x; > 0 du por-
tefeuille que I'on investit dans l'actif 7. Comme on souhaite investir 100%
du portefeuille, ce probléme d’optimisation est accompagné d’une contrainte
Y 1<i<n Ti = 1. On pourra donc considérer des problémes d’optimisation avec
contraintes de la forme

z€A

min f(z) ot A= {z € RN |Vi,z; > 0et Y a; =1}. (4)

La fonction f est typiquement de la forme f(z) = 1 |{c[z) — r? + (2|Qx) -
¢ € RY représente le rendement des actifs et le premier terme cherche a fixer
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le niveau de rendement (c|x) = Y, c;z; & r. Le second terme de la fonction
(x|Qx) est une mesure de risque : () est une matrice symétrique mesurant
les corrélations entre actifs, et on cherche un investissement minimisant cette
corrélation.

— En apprentissage automatique (machine learning), de nombreux problémes
peuvent étre formulés comme des problémes d’optimisation. Nous verrons par
exemple des problémes de classification, que ’on résoudra par régression logis-
tique ou par machine & vecteurs support (support vector machine).

Pour plus d’exemple, on renvoie au livre de Boyd et Vanderberghe, qui est disponible
gratuitement (en anglais) en ligne : http://web.stanford.edu/ boyd/cvxbook/.

Problémes avec/sans contrainte On peut séparer les problémes en deux grandes
classes. Il y a d’une part les problémes d’optimisation sans contraintes, ot I’on cherche
4 minimiser une fonctionnelle sur R? ou sur son domaine de définition ouvert (les
problémes , et la régression logistique sont de ce type). D’autre part, les
problémes d’optimisation avec contraintes, ou ’on cherche & minimiser sur ’ensemble
des points de RN vérifiant un certain nombre de contraintes d’égalité ou d’inégalité
(les problemes (2)), et les machines a vecteurs support sont de ce type).

Convexité Tout les algorithmes et exemples présentés dans ce cours relévent de
I'optimisation conwveze, ot aussi bien la fonction optimisée que le domaine d’optimi-
sation sont supposés convexes. La raison fondamentale pour laquelle on se restreint
A ce cas est que pour les problémes d’optimisation convexe, un minimiseur local est
automatiquement minimiseur global.


http://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/

Chapitre 1

Existence, unicité, convexité

Contents
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Dans cette premiére partie, on s’intéresse & un probléme de minimisation d’une
fonction f € CH(RY) :

inf f(z) (P)

zcRd

Définition 1. On appelle :
(i) infimum ou valeur du probleme de la valeur infpa f.
(ii) minimiseur global (ou simplement minimiseur) de tout élément x* €
R? vérifiant f(z*) = infga f. On note arg minga f 'ensemble des minimi-
seurs de f (qui peut étre vide), i.e.

argmin f = {z € RY | f(z) = inf f}.

(iii) On appelle suite minimisante pour (P)) toute suite 2, ... z®) _  dele-
ments de R? telle que limg_, oo f(z®)) = inf cpa f(7).

Remarque 1. 1l est possible que le probléme n’admette pas de minimiseur : penser
par exemple & f(x) = exp(z) sur R.

Lemme 1. ] existe une suite minimisante pour le probléme (]E)

Démonstration. Par définition de 'infimum, pour tout k > 0, il existe un élément
z®) € R? tel que infga f < f(z®) < infpa f+7, soit limg 400 f(z®) =infga f. O
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1.1 Existence

Proposition 2. Soit f € CO(R?). On suppose de plus qu’il existe xq € R? tel
que le sous-niveau S = {x € R? | f(x) < f(xo)} est compact. Alors le probléme
d’optimisation admet un minimiseur global.

Démonstration. Si f(xg) = infpa f on a déja 'existence d’'un minimum, & savoir le
point xg lui-méme. On suppose donc maintenant que f(zg) > infga f. Soit (x(k))kzo
une suite minimisante, qui vérifie donc limy_ 4o f(2*)) = infga f < f(z0). Alors,
pour k suffisamment grand, on a f(z®)) < f(z0), soit z*) € S. Comme I’ensemble S
est compact, on peut extraire une sous-suite (x(”(k))) k>0 qui converge vers un point
x> € S. Alors, par continuité de f et par définition d’une suite minimisante on a
f(@®) =limg_s 400 f(@(7F)) = infpa f, et 2°° minimise donc f sur RY. O

Corollaire 3. Soit f € C°(RY) vérifiant

f(z) = 400,

im
[|z||—+o0

c’est-a-dire que
VLeR,AR >0 t.q. ||z|| > R = f(x) > L.

Alors admet un minimiseur global.

Démonstration. Soit o € R? quelconque et S = {x € R? | f(z) < f(20)}. Pour mon-
trer I'existence d’un minimiseur, il suffit de démontrer que S est compact. L’ensemble
S est fermé comme sous-niveau d’une fonction continue. Supposons S non borné :
pour tout k, il existe alors z*) € S tel que Hx(k)H > qk. Ainsi, limg_, 4 o ) = 00
et f(x®)) < f(x0), contredisant I'hypothese. O

Corollaire 4. Soit f € CO(R?) et vérifiant la propriété suivante :
Vo € R, f(z) > Cllz|” + D,
ot C>0,D R et p>0. Alors le probléme (]ED admet un minimiseur.

Démonstration. Soit z9 € R? quelconque et S = {x € R? | f(x) < f(zo)}. Pour
pouvoir appliquer le théoréeme précédent, il suffit de démontrer que S est compact.
Comme on sait déja que S est fermé comme sous-niveau d’une fonction continue, il
suffit de démontrer que cet ensemble est borné. Or, pour tout z € S, on a

Clz|lP + D < f(z) < f(2©)

soit [|z|P < E = |f(x(0)) — D|/C. Ainsi, I'ensemble S est contenu dans la boule
centrée en 0 et de rayon YE et est donc borné. O
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1.2 Condition nécessaire d’optimalité

Définition 2. Soit f € C'(R?). On appelle gradient de f en xo € R? le vecteur
des dérivées partielles, oil 'on a noté (e;)1<i<q la base canonique de R? .

Vi) = (52@) b 5h@) = lim 2(f(e +ee) - f(o).

Remarque 2 (Calcul du gradient). Soit f € CO(RY) et € R On rappelle que si I'on
peut écrire un développement limité d’ordre 1 pour f en x, de la forme

f(@+v) = f(x) + (glv) + o(|lv]), (1.1)

alors f est différentiable au point = et Vf(z) = g.

Ezemple 1. Considérons f(x) = ||z||* sur R% En développant le carré de la norme,
on obtient f(z +v) = ||z|* + (2z|v) + ||v]|?, qui est de le forme (L.1) avec g = 2.
On en déduit que Vf(x) = 2z, ce qui est conforme avec le calcul.

Théoréme 5 (Fermat). Soit f € CH(RY), et x* un minimiseur de (P). Alors
Vf(x*)=0.

Remarque 3. La contraposée est fausse : prendre f(z) = 2% sur Q = R : le point 0
vérifie f/(0) = 0 mais n’est pas un minimiseur (méme local).

Démonstration. Si x* est un minimiseur de f sur €, on a pout tout € € R, f(z* +
ge;) > f(x*). Ainsi,

flx* +ee;) — f(z¥)

3

V0 < e < gg, > 0.

En passant a la limite, on obtient %(:ﬂ*) > 0. De méme, en considérant le cas e < 0

fa* +eei) — f(a")

V—gp<e<0, - <0,
s T . R N oo Af (%) _
d’ot I'on tire en passant & la limite 5/-(z*) < 0, soit in fine 5.-(z*) = 0. O

1.3 Convexité et condition suffisante d’optimalité

Définition 3. Une fonction f: R — R est conveze si

V(z,y) €RLVE€[0,1], f((1-t)z+1ty) < (1-1)f(z) +tf(y).
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Exercice 1. Soit f : R? — R une fonction convexe. Montrer que I’ensemble
{zeR?| fx) <C}

est convexe quel que soit C. En déduire que ’ensemble des minimiseurs de (]ED est
un ensemble convexe fermé (possiblement vide).

Proposition 6. Soit f € C'(RY). Alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) f est conveze sur R?,
(i3) Vz,y € R, la fonction g : t € [0,1] — f((1 — t)x + ty) est conveze.
(iii) Va,y € RY, f(y) > f(2) + (y — 2|V f(2)),
(iv) Yo,y € R (Vf(2) = Vf(y)lz —y) 2 0.

Lemme 7. Soit f € CY(R?). Etant donnés v € Q et v € R?, on définit x; = x + tv
et g(t) = f(xy). Alors,
g'(t) = (Vf(ze) ). (1.2)

Démonstration de la proposition [l (i)<=(ii) conséquence directe de la définition.

(i1)==(iii). Soit z,y dans R% et g : t > f(2;) ol 2y = (1 — )z +tv = x + t(y — 2),
qui est convexe par hypothése. Par convexité, on a g(t) > g(0) + tg’(0), soit par le
lemme f(z) + (Vf(z)ly — )+ < f(y).

(111)==>(iv) 1l suffit de sommer l'inégalité (iii) et la méme inégalité ou l'on a inversé
le réle de = et y.

(tv)=>(ii) Soit encore g : t — f(z;) oy = (1 —t)x +tv = z + t(y — z). Comme
g (t) = (Vf(x)|y — z), (lemme [7) V'inégalité (iv) appliquée en x4 et x; (ot t > s)
nous donne

§(0) = 9/(5) = (VS () = VS (eally = ) = 77— (V) = V(o) = ) 20,

et ¢ est donc croissante sur [0, 1]. Ainsi, g est convexe. O

Théoréme 8. Soit Q C RY un ouvert conveze et f € CH(Q) conveze. Alors
z* € Q est un minimiseur de (P)) si et seulement si V f(z*) = 0.

Démonstration. Le théoréme de Fermat nous donne déja le sens direct. Pour la réci-
proque, il suffit de remarquer que si V f(z*) = 0, la proposition précédente donne

Vy e Q, fy) = f(2") + (y — 27|V f(z") = f(a7),

de sorte que z* est bien un minimiseur de . ]
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1.4 Stricte convexité et unicité du minimiseur

Définition 4. Une fonction f: RY — R est strictement convexe si

Vo #y e R4V €]0,1], f(1—t)x+ty) < (1 —1t)f(z)+tf(y).

Proposition 9. Soit f : R¢ — R strictement conveze. Alors f admet au plus
un minimiseur sur R?.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que f admette deux minimiseurs distincts

z* # y* € RY. Alors, par stricte convexité de la fonction f on a f(z*) < 1(f(z*) +
fy*) = f(z*),ou z* = %(w* + "), contredisant ’hypothése que x* minimise f. [

Remarque 4. Cette proposition ne dit rien de I'existence d’un minimiseur.

1.5 Convexité et hessienne

Définition 5. Soit f € C2(Q2), oit Q© C RY est un ouvert. On appelle hessienne
de f en xp € €2 la matrice des dérivées partielles secondes :

2 B an
D (=) = <3€i6€j (x)>1<i,j<d7

ot 'on a noté (e;)1<i<q 1a base canonique de R%. et ot

Définition 6. A toute matrice symétrique A € Mg.q(R) on peut associer une
fonction (appelée forme quadratique) g4 : x € R? — (2| Ax).
(i) Une matrice symétrique A est dite positive (ce qu’on note A > 0) si et
seulement si la forme quadratique associée g4 est positive, i.e.

Ve € RY, (z|Az) > 0.
(ii) Une matrice symétrique est dite définie positive si
vz € R%\ {0}, (z|Az) > 0.

(iii) Soient A, B deux matrices symétriques. On note A > B si et seulement
si A— B > 0, ou de maniére équivalente si g4 > ¢p.
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Ezemple 2. En particulier, on A\Id < A < AId si et seulement si

Ve e RY N ||z|]? < (z|Az) < Aljz|?.

Proposition 10. Soit f € C*(R?). SiVx € RY, D2f(x) = 0, alors f est convexe.

Lemme 11 (Taylor-Lagrange). Soit f € C*(RY), z,v € RY et x; = x + tv. Alors,
2
¥t > 0,35 €[0,8], flz) = f(2) + H{VF(2)v) + 5 (D*f(xs)]v).

Lemme 12. Soit Q C R? ouvert, f € C2(Q), 1 € Qetv € R et g : t > f(zy) our
x; = = + tv. Alors,
g"(t) = (D*f(ze)v|v). (1.3)

Démonstration. On fait le calcul en coordonnées, en notant (eg) la base canonique :

g(t) = flx+ > tvger)
k

g (t) = Zvi% (:U + Ztvk€k> = (Vf(zy)|v)
. 1 k'

(2

2
Jg't) = szivjafafe- (m + Ztvkek> = <D2f(:ct)v\v> O
i 7o k

Démonstration de la proposition[I0, Considérons z,y € Q et g(t) = f(z;) ou x; =
(1—t)z+ty. Alors, g"(t) = (D?f(z)(y — )|y — x) est positif par hypothése, de sorte
que par Taylor-Lagrange

82
9(1) = g(0) + ¢'(0) + 59”(8) > g(0) + ¢'(0),

soit f(y) > f(z) + (Vf(z)|ly — z). La proposition [f| montre que f est convexe. [



Chapitre 2

Descente de gradient a pas optimal

On souhaite résoudre numériquement le probléme de minimisation d’une fonction

f € CO(R?). Comme en général il n’est pas raisonnable d’espérer calculer de maniére
exacte un minimiseur ou méme la valeur de I'infimum du probléme , on cherchera
a 'approcher. 1l s’agira de construire une suite (x(k))kzo de points vérifiant une des
deux propriétés suivantes :

(a) la suite (¥) est minimisante pour [®), i.e. limp_ 100 f(@®) = infga f.

(b) la suite z(*) converge vers un minimiseur de f sur R%.
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a la construction de suites z(¥) vérifiant la
seconde propriété (qui est bien str plus forte que la premiére).

2.1 Méthode de descente

Vocabulaire On appelle méthode de descente un procédé algorithmique permet-
tant de construire itérativement une suite vérifiant ou Typiquement, une
méthode de descente prend la forme suivante

dk) = . direction de descente

1) = . pas de descente
2B+ — oK) 4 (k) g(k)

Un tel algorithme est appelé méthode de descente si f(2F+1)) < f(2*). Dans ce
cours, on considérera les possibilités suivantes :

(a) La direction de descente peut étre égale a 'opposé du gradient, d%) = —V f(z(¥),
auquel cas on parle de méthode de descente de gradient. Lorsque f est C?, il
peut étre plus avantageux de choisir d%) = —D2f(z*)) =1V f(z*®), auquel cas
on parle de méthode de Newton.

(b) Le pas de descente peut étre choisi constant (t*) = 1), optimal (cf ([2.1)), ou
obtenu par des constructions un peu plus complexes, permettant de garantir
la convergence de la méthode.

Définition 7. Soit f € CO(RY). On appelle direction de descente en x € RY tout
vecteur v tel que 37 > 0,Vt € [0, 7], f(x + tv) < f(x).

11
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Exercice 2. Si f € C1(R?) et (v|Vf(x)) <0, alors v est une direction de descente.

Si f est différentiable en z, on a f(z+tv) = f(z) +t(V f(z)|v) +0o(t). On cherche
naturellement une direction de descente rendant le produit scalaire (V f(x)|v) le plus
petit possible, menant au choix de d¥) = —V f(z(*))

Lemme 13. Soit f € C*(R?) et z9 € RY. Alors, minj, =1 day f(v) = — [V f(20)| et
st Vf(xg) # 0, Uunique minimiseur est v = =V f(xo)/ ||V f(x0)]l.

Démonstration. On adg, f(v) = (Vf(zo)|v) > — ||V f(xo)] ||v] par Cauchy-Schwarz,

avec égalité si et seulement si v est positivement homogéne & —V f(xg). Comme
[o]l =1, ona v ==V f(zo)/ [V f(wo)]- ]

2.2 Descente de gradient & pas optimal

Définition 8. Soit f € C'(R?). L’algorithme de descente de gradient & pas
optimal est donné par :

d®) = —V f(z(k)
t®) € arg min f(z®) 4 td*)) (2.1)
2kt = (k) 1 ¢(k) g(k)

Remarque 5. Par construction, les itérées vérifient

F@®)y < f(a®)
(VF@@*D) v f®) =o.

Pour la deuxieme égalité, il suffit de remarquer que si l'on pose g(t) = f(x®) 4+td*)),
alors par définition de (),

g (1) = 0= (V@™ +tMd®)d®) = (V) (D).

Remarque 6. Pour pouvoir mettre en ceuvre cet algorithme il faut pouvoir calculer
le pas optimal t(*) & chaque itération, ce qui implique de résoudre un probléme
d’optimisation (sur R). Ceci n’est faisable de maniére exacte que dans un nombre
trés limité de cas. En général, on préférera d’autre méthode de calcul du pas.

Ezemple 3. Soit f : z € RY — £(Qz|z) + (blz) ot Q est une matrice symétrique
définie positive. Alors f est strictement convexe et Vf(z) = Qz + b. Soit z(¥) € RY,
d) = —Vf(x(k)). Pour calculer le pas t*) € R, on cherche le minimum de g :
t € R f(z) ou zy = 2 +td®). La fonction g est convexe et atteint donc son
minimum en Punique point %) vérifiant ¢/ (t*)) = 0. Or, ¢/(t) = (Vf(x)|d®)), soit

g (%) =0 = (Q(z™ +t®a®)y 4 pla®y =0
= tF(QAM) |d*)y — (d®)|aR)y = 0.
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Ainsi, t*) = (d®)|d*)) /(Qd*)|d*)). En résumé, dans le cas d’une fonction f de la
forme considérée, l'algorithme de descente de gradient & pas optimal s’écrit

d®) = —(Qz™ +b)

dk) |q(k)
tk) = 7<§2 ek d(k§> (2.2)

2+ — (k) o ¢(R) g(k)
On suppose dans la suite que I'ensemble
S={zeR?| f(z) < f(z™)} est compact, (2.3)
ce qui garantit (proposition [2]) 'existence d’un minimiseur de f sur €.

Lemme 14. Sous l’hypothése (2.3), le minimum dans la définition du pas est atteint.

Démonstration. 1l s’agit de démontrer que la fonction g : ¢ +— f(m(k) + td®)) atteint
son minimum. On suppose que d®) est non nul : sinon g est constante et atteint
évidemment son minimum. Grace a la proposition [2] il suffit de montrer que le
sous-niveau S, := {t € R | g(t) < f(z®))} est compact. Ce sous-niveau est fermé
comme image inverse du fermé | — oo, f(x(*))] par la fonction continue g. Montrons
maintenant que Sy est borné. Pour cela, nous utilisons I’hypothese que S est compact
donc borné : IR > 0,Vz € S, ||lz|| < R. Si t € Sy, alors (¥ +td*) € S, de sorte que

o +av] <

soit
R+ [J=W]]
d(k)

Ainsi Sy est compact et par la proposition [2, g atteint son minimum sur R. O

it <

Théoréme 15. Soit f € C?(RY) vérifiant
(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(z(©)} est compact.
(i) IM >0, Vx € S, D?f(x) < MId,
(1i3) f est strictement conveze,
Alors les itérées de 'algorithme convergent vers l'unique minimiseur global

de f sur Q.

On utilisera la proposition suivante :

Proposition 16. Soit (x)r>1 une suite bornée de R? admettant une unique valeur
d’adhérence EF_-I Alors, limy,_, oo T, = T.

1. On rappelle que T est valeur d’adhérence de la suite (zx)r>1 si et seulement si il existe une
suite extraite (Tq(x))r>1 dont la limite est Z
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Démonstration du théoreme T4 Soit k > 1 et g(t) = f(a® 4 td®) = f(2® —
tV f(z*®)). Par définition du pas optimal t*) on a,

f@*D) = min f(® + ta®) = ming (1),

et nous allons utiliser un développement de Taylor pour estimer le minimum de g.
Par le lemme et en posant z; = 2(F) +td*) on a

g'(t) = (Vf@)ld®),  g"(t) = (D*f(a)d®]d®).

Soit 0 = {t € R | 2y € S} et t € 0. Par Taylor-Lagrange, pour tout ¢ € o, il existe
s € [0,1] tel que g(t) = g(0) + tg'(0) + £ ¢"(s). Ainsi,

2

9(t) = 9(0) +9'(0) + %g%s)

= 1) =t [V + L2 @)V )T )

Comme s € [0, 1], alors s = vyt avec v € [0, 1] de sorte que f(zs) = f((1—7)xo+7yz:) <
f(z©). Ainsi, z, € S. Par hypothése, on a donc D?f(z,) < Mid, ce qui donne en

utilisant (ii) ,
o) < fa®)+ (G = 1) [V ra®)|

Le minimum de ce second membre est atteint en ¢ = 1/M et on a donc

oz |[era®)

f(x(k+1)) < mting(t) < f(x(k)) IM ‘

de sorte que
[v7a®)[" < 2007 @®) ~ patt0)) (24)

Ainsi, pour tout K >0 on a

S ||[wre®)|| < 2m(@®) - 1) < 21 (7E®) ~ inf ).

0<k<K

La série de terme général HVf(x(k))H2 est donc convergente, d’oti 'on déduit que
i | 7 £ = 0

Montrons enfin que limy_, oo +®) = z* on 2* est Punique minimum de f sur
R? 'unicité provenant de la stricte convexité de f et de la proposition @ Comme
f(z®) < f(29), le point z*) appartient & S, qui est par hypothése compact donc
borné. Pour montrer que la suite z(*) converge vers z*, il suffit par la proposition
de démontrer qu’elle admet z* pour seule valeur d’adhérence. Soit donc (7)) une
sous-suite convergeant vers une valeur d’adhérence z € S. Alors, comme f € C'(R%),
VF(z) = limp_s 400 VF(2(?*)) = 0. Par convexite (théoréme, on sait que Z est un
minimiseur de f sur R%. Par unicité du minimiseur, on en déduit que Z = z*. ]



Chapitre 3

Descente de gradient a pas
optimal II

3.1 Forte convexité et stabilité du minimum

Motivation. Soit f € C°(R?) atteignant son minimum z* sur R%. On a vu dans la
proposition [9] que si f est strictement convexe, alors f admet au plus un minimiseur
z*. Une maniére de reformuler cette propriété est la suivante :

flx) < fa7) = 2 =2

En pratique, nos algorithmes sont incapables de calculer * mais permettent au mieux
de calculer une suite z(®) tel que f(x*)) < f(2*)+ep ot limy_s o0 £ = 0. On aimerait
pouvoir en déduire que z*) est “proche” de la solution z*, i.e. Hx(k) — ac*H < Cef
pour un certain exposant « > 0 et une constante C' > 0. Nous verrons qu’une telle
inégalité est vraie pour o = % si la fonction f est fortement conveze.

Définition 9. Un sous-ensemble X de R? est dit conveze il contient tout
segment reliant deux de ses points, c’est-a-dire :

V(z,y) € X,Vt € [0,1], (1 —t)x +ty € X.

Définition 10. Une fonction f : RY — R est dite m-fortement conveze sur un
ensemble convexe X C RY, ot m > 0, si la fonction f — 2 ||-|* est convexe.

Exercice 3. Si f est m-fortement convexe, alors elle est aussi strictement convexe.

15



CHAPITRE 3. DESCENTE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL II 16

Proposition 17. Soit f € C'(RY) et X C R? convewe. Alors les implications
suivantes sont vraies (i)= (ii)<= (iii)<= (1v), ot
(i) f € C*R?) et Vo € X, D2f(x) = mld;
(ii) f est m-fortement conveze sur X ;
(iii) Yo,y € X, f(y) > f(2) + (VI(@)ly — o) + % |z =y
(iv) Yo,y € X, (Vf(y) = Vi@)ly —2) = m e —y|

Démonstration. La fonction f est m-fortement convexe si et seulement si la fonction
g=f-% ||||2 est convexe. L’équivalence est s’obtient et utilisant les proposition@
pour caractériser la convexité de g. O

FEzemple 4. La fonction f : t — exp(t) n’est pas fortement convexe sur R, mais
elle est m-fortement convexe sur tout segment [a,b] pour m = min,¢(, ) exp(t). De
méme, fonction ¢ — t* n’est pas fortement convexe sur R mais est fortement convexe
sur tout segment ne contenant pas l'origine.

Corollaire 18. Soit f € C'(R?) admettant un minimiseur x* € R On suppose que
f est m-fortement convexe sur un ensemble convexe S contenant x*. Alors, pour tout
x €S,

(i) |z — 2| < 2(f(2) — f(a))

(i1) |z —a*|| < L [V f(2)]
(iii) f(z) = f(2*) < 55 IV ()|

Remarque 7. Le point (i) montre immédiatement qu’il n’existe pas d’autre minimi-
seur de f dans S : si z est un autre minimiseur, on a f(x) = f(z*), de sorte que
par (i), x = z*. Mais il faut surtout retenir que si  est “presqu’un minimiseur”, au
sens o f(x) < f(z*) + ¢, alors = est “proche” du minimiseur z*, plus précisément
|z —x*|] < /2¢/m. On tire des conclusions similaires du point (ii) : si la condition
d’optimalite (V f(z*) = 0) est “presque vérifiée”, i.e. si ||V f(x)|| < € est petit, alors
o= 2*)| < =/m.

244 nest
m

Ezemple 5. Pour f(t) = t*, on a 2* = 0 et I'inégalité (i), qui s’écrit 2 <
vraie pour aucun m > 0.

Démonstration. (i) est une conséquence immédiate de la formulation équivalente de
la forte convexité donnée dans la proposition [L7](ii) :

* * * m * % m %
fl@) > @) + (o = 2|V (") + 5 o — o™ = f2") + 5 llo =277,
ou l'on a utilisé V f(x*) = 0 par optimalité de z*. (ii) s’obtient de la méme maniére,
en utilisant proposition [17] (iii).
(iii) Par I'inégalité (ii) de la proposition [L7} on a pour tout z,y € S

F9) = Qa.y) = f() + (y 2|V @) + 5 Iy =l
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Ainsi, f(y) > inf, g(2) ou g(2) = Q(z, 2). Comme g est convexe sur R?, son unique
minimiseur z* est solution de 1’équation

Vg(z*)=0=Vf(z)+m(z* —x),

c’est-a-dire que z* =z — %Vf(x). Ainsi, nous venons de démontrer que

2

% 1 2 M 1 1 2
> == —_ —_— —_— = —_——_— .
WS 1) > o) = o) VS | L9 | = r@-5 9@
En prenant y = z* dans I'inégalité précédente, on obtient le résultat voulu. O

3.2 Vitesse de convergence du gradient & pas optimal

Définition 11 (Convergence linéaire). Soit (ux)r>0 une suite de limite u*. La
suite (ug) converge linéairement vers u* g’il existe 0 < k < 1 et kg € N telle
que

VEk 2 ko, [lugrr — w7l < 5 flug — |-

Théoréme 19. Soit f € C?(RY) vérifiant
(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(z()} est compact.
(i) AM, Vz € S, D?f(x) < MId,
(1) Im >0, Vr € S, D2f(x) = mld,
Alors les itérées de Ualgorithme convergent vers l'unique minimiseur global
de f sur R%, et de plus, en posant c = M/m,

1) - f@) < (1- 1) (Fe®) - 1), (31)

Remarque 8. En d’autres termes, (f(z(")))z>o converge linéairement vers f(z*).

Remarque 9. Si une fonction f € C?(RY), vérifie mId < D?f(x) < MId, on pourra
dira que le conditionnement de f est majoré par ¢ = % L’inégalité montre que
cette quantité est cruciale pour comprendre la vitesse de convergence de ’algorithme
de descente de gradient. Par exemple, si 'on souhaite estimer f(z*) & € > 0 prés,
d’aprés l'inégalité , il suffit d’interrompre l'algorithme de descente de gradient
A pas optimal aprés k itérations ou

Cc

. log (f(m(o));f(z(*))>

- tes()

Ainsi, dans le cas ¢ > 1, le nombre d’itération est proportionnel au conditionnement, !

k
(1 - 1) (F®) = F)) <,

soit

F(a0) - f<x<*>>>

~etoo Clog ( -
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Démonstration du théoréme[L9. Le corollaire (18) nous donne

2

f@®) = fa*) < % HVf(x(’“))H .
En combinant avec I'inégalité (2.4), on obtient
om(f(z®) — f(z*)) < HVf(x(k))H2 < 2M(f(z™)) — f(a*HDY),

de sorte qu’en posant ¢ = M/m, on obtient bien l'inégalité voulue. O

3.3 Une condition suffisante pour la forte convexité

Proposition 20. Soit f € C2(R?) et S C RY compact tel que Yo € S, D?f(x) est
définie positive. Alors AM > m > 0 tels que

Vo € S;mld < D?f(x) < MId.

Démonstration. L'ensemble K = {(x,v) € S x R? | ||v|| = 1} est compact comme
fermé borné. La fonction (z,v) € K + (D?f(x)v|v) est continue. Elle es donc bornée
sur K et atteint ses bornes : ainsi

W(z,0) € K,m < (D2f(2)olv) < M,

et il existe (Zm,vm) € K tels que m = (D?f(2m)Vm|vm) > 0 par hypothéses et

comme vg # 0 (car ||vg|| = 1). On en déduit l'inégalité voulue en remarquant que
w o w
Vw € RY, (D f (z)w|w) = (D f (&) o) ],
[[w[| o]
de sorte que m ||w|* < (D2f(z)w|w) < M ||w||* comme souhaité. O

Cette proposition permet d’énoncer une variante non-quantitative du théoréme

Corollaire 21. Soit f € C2(R?) vérifiant

(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(z(©)} est compact,

(ii) Yo € S, D?f(z) est définie positive.
Alors les itérées de lalgorithme (2.1)) convergent vers lunique minimiseur global
x* de f sur R, et de plus (f(x™))g>0 converge linéairement vers f(z*).




Chapitre 4

Descente de gradient
préconditionné a rebroussement

Une des objections & 'algorithme de descente de gradient & pas optimal est le
calcul du pas demande de résoudre un probléme d’optimisation 1D a chaque itération.
Nous verrons dans ce chapitre une maniére simple de choisir le pas qui donne les
méme garanties de convergence. Nous allons également un peu relaxer ’hypothése
que d®) = —Vf(z®) afin de préparer le terrain a l'analyse de l'algorithme de
Newton dans le chapitre suivant. Nous supposerons donc que la direction de descente
est définie de la maniére suivante, ot B*) est une matrice symétrique définie positive

d®) = —BR7 f (k) (4.1)

Le fait que B(*) est définie positive garantit que (d®)|V f(z(®)) < 0, ¢’est-a-dire que
d®) est bien une direction de descente.
Remarque 10. Une méthode de descente ou la direction d(®) est définie par la relation

(4.1) est souvent appelé descente de gradient préconditionné, et la matrice B egt
appelée préconditionneur.

4.1 Choix du pas par rebroussement

4.1.1 Rebroussement naif

Comme nous souhaitons construire une méthode de descente, il serait assez na-
turel de considérer le pas suivant,

t®) = max{t >0 e N,t =27 et f(=® +td®) < fa®)}.

Autrement dit étant donné ¥, d¥) on teste les pas de 1, %, %, ey 2—1[ et on s’arréte

des que que la condition de descente f(z(F) + 27¢d®)) < f(2*) est satisfaite. Cet
algorithme, assez naturel, est en fait non-convergent en général. Considérons f(z) =
22 sur R et (0 =1, d®) = —f/(2(®)) = —22(*)_ Alors le pas t(*) = 1 est admissible
et on obtient donc z(®) = (—1)F qui ne converge pas vers le minimum de f.

19
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4.1.2 Rebroussement d’Armijo

L'idée est de renforcer la condition de descente f(z(®) 4+ t(F)d*)) < f(z*) par la
condition plus forte (4.2) appellée “condition d’Armijo” :

Lemme 22. Soit f € CY(R?), v € R? tel que (Vf(z)|v) <0, et 0 < a < L. Alors, il
existe tg > 0 tel que Vt € [0, o],

flz+tv) < f(z) + at(Vf(z)|v). (4.2)
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de I’égalité

flz+tv) = f(x) + at(Vf(z)lv) + (1 — a)t(Vf(x)lv) + o(t). O

Définition 12 (Pas d’Armijo). Soit f € C'(R?). Etant donné 2, d*) on
appellera pas d’Armijo de parameétres 0 < a < % et 0 < B < 11e pas t*) défini
par

t*) = max{t |¢ € N,t = 3%,

£ 1) < 1) + v sE®yay ¢

Remarque 11. En d’autres termes, le pas d’Armijo peut étre calculé par la procédure

pas_armijo(z®, d¥) :
t+1
tant que f(z® +td®) > f(a®) + ta(V f(x®)]dP) .
t <+ Bt

retourner ¢

Définition 13 (Méthode de descente avec pas d’Armijo). On appelle algorithme
de descente de gradient préconditionné la méthode itérative suivante, oll pour tout
keN, B®) = AR AF) ot A®) est une matrices symétriques définies positives

d®) = —BE)W (k)
t*) = donneé par (£.3)
2k = £ (k&) 4 ¢(k) g(k)
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4.2 Convergence de P’algorithme de descente de gradient
préconditionné a rebroussement

Théoréme 23. Soit Q C R un ouvert conveze et f € C2(SY) vérifiant

(i) le sous-niveau S = {x € Q| f(z) < f(zO)} est compact.

(i) 30 < A < A, Yo € S,Vk e N, Md < A®D2f(2)A®) < Ald,
Alors les itérées ¥ de Ualgorithme de descente avec pas d’Armijo (Déf.
convergent vers l'unique minimiseur global de f sur Q, et de plus, en posant
¢ =2aAmin(l, 5/A),

f®) - £(2*) < (L - o) (™) - f(=7) . (4.4)

Remarque 12. Cette analyse suggére une maniére simple d’améliorer ’algorithme
de descente de gradient : il suffit de choisir B® tel que le conditionnement A/
soit aussi proche de 1 que possible. Dans le cas f(z1,72) = K23 + 23, dont la
hessienne est H = diag(K, 1) (constante), I'idéal est bien stir de prendre B = A2 ou
A = diag(K~1/2,1), soit B = H~'. Plus généralement, le choix B*) = D2 f(z(*))~1
est souvent judicieux : il donne ce qu’on appelle la “méthode de Newton”.

Lemme 24. Soit f € C2(Q) et B®) = (AW)? telles que que
vz e S, APD2f(2)A®) < Ald.

Alors, le pas d’Armijo défini par (4.3)) vérifie

® > min (1,5 .
t _mm(,A)

Remarque 13. Cette inégalité permet de dire que 'algorithme pas_armijo calculant
le pas d’Armijo termine dés que 8¥ < 3/A. En d’autres termes, le nombre d’itération
de l'algorithme de recherche du pas est au plus log(A/B)/log(1/5).

Démonstration. Etant donné t € R, on pose z; = ¥ +td®) . Si ¢ est tel que z; € S,
alors le segment [x0, 2] est inclus dans S et on montre donc comme dans la preuve
du théoréme [15] que

Fla) = f@®) + (V@ ))a®) + 5 LD F(0)d® )
Par (£.1), on a d®) = —BROVf(z*)) = —A2V f(2*)) on on a note A = A®). Ainsi,

(D?f(2)d®1dD) = (D?f(2) A?V (2 ®)] A2V £ ()
= (AD* () A(AV f ())| AV [ (=)
< A avs ||| = AT 0) = (9 £ )
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de sorte que
Flan) < F@O) + (1= SOUT )10,
Ainsi, la condition d’Armijo
f(we) < f@®) + otV f(2)]d®)
est vérifiée dés que 1 — %t > a. Comme a < %, il suffit pour cela que t < A. 0

Lemme 25. Soit X C Q C R? avec X conveze et Q ouvert. Soit f € C2(2) et A
une matrice symétrique définie positive vérifiant Vo € X, AD?f(x)A > Md. Alors

2A(f(2) = f(2")) < AV f(2)|*.

Démonstration. On considére g(y) = f(Ay). Alors Vg(y) = AV f(Ay) et D?g(y) =
AD?f(Ay)A. On a supposé AD?f(x)A > Md, et par le corollaire on a

2X\(9(y) — 9(y")) < IVa(w)I*,
ott y* = A~'2*. Ainsi, en posant y = A7z, 2A(f(z) — f(z*)) < HAVf(:c)H2. O

Démonstration du théoréme [23. Par définition du pas d’Armijo, on sait que

FH) < F@®) + at®(vf(@)]d®)
= /@) = at® (V@@ BOV 1)
= f(z®) — at® (APT £ (2*)) AR T £ (2P
< fla®y —¢ HA(]“)Vf(a:(k))H ot € = amin(1, 5/A)

ot on a utilisé le lemme [24 pour minorer ¢(¥). En combinant avec le lemme précédent
on obtient

Py < f@) = 22e(f(a*) — f(a*))
F® ) — f@*) < (1 = o) (f(a®) = f(z*)) ot e = 2)e. O

IN



Chapitre 5

Méthode de Newton

5.1 Méthode de Newton pure

5.1.1 Construction des itérées

Soit f € C%(R?), vérifiant Vo € RY D?f(z) = 0. La méthode de Newton est
une méthode itérative, qui repose sur le développement de Taylor & I'ordre 2 de la
fonction au point courant ) : f(z® + d) = g(d) + o(||d||*) on

g(d) = (@) + (@ V(")) + %<D2f(ﬂf(k))d|d>-

Comme par hypothese D2 f(x(*)) = 0, la fonction g est strictement convexe et admet
un unique minimum, que 1’on notera d*). Ce minimum vérifie

Vg(d®) = D?f(zM)d® + v (1) =0,

soit d®) = —[D2f(z)] =1V f(x*)). On arrive a la définition suivante :

Définition 14. Les itérées de la méthode de Newton pure sont données par

d®) = —[D? f(z®)] 1V f (2 ®)
t®) =1

2B+ — (B 4 4(k) (k)

Le terme “pur” fait référence au choix du pas t*®) = 1, par opposition a la méthode
de Newton amortie, introduite dans

Remarque 14. La direction d®) est appelée direction de Newton. 11 s’agit d'une direc-
tion de descente si car (Vf(z)[d®)) = —(Vf(x®)|D2f(2F)V f(2*)) > 0, mais
en géneéral il est possible que f(z*+1) £ f(z(*)). La méthode de Newton pure n’est
donc pas une méthode de descente.

Remarque 15. Dans le cas d = 1. Posons h(x) = f’(x). La méthode de Newton s’écrit
alors sous la forme

g B = 2B 1Ry 7 (2 R)) = (B — (2R /) (1)),

23
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On reconnait alors la méthode de Newton “classique” permettant de trouver un zéro
de la fonction h = f’, ce qui revient dans ce cas a trouver un minimum de la fonction
convexe f.

5.1.2 Convergence quadratique locale

Définition 15 (Convergence quadratique). Soit (ug)g>0 une suite de limite u*.
La suite (uy) converge quadratiquement vers u* s'il existe v > 0 telle que

g — || < o flug, — )

Théoréme 26. Soit f € C3(RY) vérifiant

(i) f admet un minimiseur x* sur R ;

(i) Vo € R, D2f(z) = 0.
Alors, il existe r > 0 tel que pour tout (0 e B(z*,r), la suite (x(k)) construite
par la méthode de Newton pure est définie pour tout k > 0 et converge quadra-
tiguement vers x*.

Remarque 16. Soit g = 7y Hx(k) — x*H, ou 7 est la constante dans la définition de
convergence quadratique. Alors, €11 < 5%, de sorte que g < 5%k. Ainsi, si 'on

souhaite une erreur £, < n = 10, il suffit que agk < 1 soit 2 logy(g0) < logs(n).
Ainsi, si € = 1/2 et en prenant la minoration > 2750 il suffit que 2* > 50, soit
k =6.

Démonstration. Soit z* I'unique minimiseur de f sur R? et R > 0. Comme f est de
classe C3, il existe une constante L telle que Vz, 2’ € KNB(z*, R), HDQf(x) —D2f(2) H <
Lz —2'||. Soit x € K et y = (1 — t)z* 4+ to = x* + t(x — z*). Alors,

1
Vf(z) = Vf(z") +/0 D2 f(z;)(x — z*)dt
1
=D*f(z)(z — a*) + /0 (D*f(x) — D*f(x)) (2 — 2™)dt

=D%f(z)(z — 2*) + R(z, %)

ou
1
* * L *1(12
[R(z,2")|| < Ll — H/O lze — 2l dt = 5 [|lz — 27|

On considére maintenant 'application N : 2 € R? s 2 —D?f(2) 'V f(z). Les itérées
de 'algorithme de Newton vérifient 2+ = N(z(*)). On a de plus pour tout z € K,

IN(2) = &*|| = [|le = D?f(2) "'V f(2) —2*|| < |[D*f(2) " | IIR(z, a*)||* < % lz — (1"
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Pour que l'algorithme de Newton soit bien défini, on chercher 0 < r < R telle que
N(B(z*,r)) C B(z*, min(r, R)). Pour cela, il suffit que 5=r? < min(r, R), et on peut
donc prendre r < min(2m/L, \/2mR/L).

Si (9 € B(z*,r), on a alors (1) = N(2(0)) € B(z*,r), et par récurrence la suite
des itérées z(%) est bien définie pour tout k € N. De plus, on a bien

L
< =

2
~ 2m '

Hw(kﬂ) g

= HN(x(k)) -z

-

Soit g, = % Ha:(k) — x*”, de sorte que €x11 < 5% soit par récurrence € < ag .
De plus, comme r < 2m/L, on a g9 < 1, de sorte que limy_, o £ = 0. Ceci prouve
la convergence quadratique de la suite z®) vers z*. O

5.1.3 Invariance par reparamétrisation affine

Un autre avantage de la méthode de Newton que contrairement & la méthode
de descente de gradient, elle est invariante par reparamétrisation affine (c’est-a-dire
qu’elle ne dépend pas de la base choisie pour I'espace).

Proposition 27. Soit f : R? — R, A une matrice carrée inversible et g : A~1Q — R?
définie par g(y) = f(Ay) . Soient maintenant

2B = 20 _ D2 p (=1 ()

yF ) = y® — D2y W)~ Ivg(y™)
) = Ay,
Si lon suppose de plus que (0 = 7O glors Vk € N, 7*) = z(*).

Démonstration. Calculons d’abord le gradient et la hessienne de g, en les identifiants
dans le développement de Taylor & ’ordre 2 :

9(y +v) = f(A(y +v)) = f(Ay) + (V(Ay)|Av) + %<D2f(Ay)Av!Av> +o([|Av]*)
= g(y) + (ATV f(Ay)|o) + %<ATD2f(Ay)AU|U> +o([lo])
On trouve donc Vg(y) = ATV f(Ay) et D%g(y) = ATD?f(Ay)A, ce qui donne

y ) =y ® — D2y W)~ Tvg(y™)
=y — (ATD?f(Ay™) A) ATV f(4y ™)
=y = ATID? F(Ay®) IV £ (A )
Ainsi, en multipliant cette égalité par A on obtient

k) = ) _ D2 pR) =1y (%),
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5.1.4 Non-convergence globale

Dans ce paragraphe, nous construisons un exemple explicite de fonction pour
laquelle la méthode de Newton “pure” ne converge pas pour tout 2. Considérons
f:xe€Rw— Va2 + 1. Alors,

x " 1

fl(x) = \/ﬁ f(x) = W7

—1__-fortement convexe sur l'intervalle [—r, 7).
. . . . T2+1
L’unique minimiseur de f sur R est z* = 0.

Calculons maintenant les itérées de la méthode de Newton : d*) est définie par
I’équation

de sorte que f est convexe et méme

() = (a0,
d®) = 2R ()2 1 1)
Ainsi, litérée 21 est définie par
241 Z 0 4 g _ (03

La suite () définie par cette relation peut avoir trois comportements. Si ‘x(o)} <1,

k) converge vers 0 = x* (avec une vitesse cubique!). Si !x(o)‘ > 0,

alors la suite
alors la suite (’x(m) tend vers 400, la encore trés vite. Si !x(’“)| = 1, la suite est

stationnaire en 1 # z* (si (%) = 1) ou alterne entre les deux valeurs +1.

5.2 Méthode de Newton amortie

Nous allons voir dans cette partie qu’une modification simple la méthode de
Newton pure permet de la rendre globalement convergence.

Définition 16. On appelle algorithme Newton amortie la méthode itérative

d®) = —D2f (2 =1V f (k)
k) — pas_armij0($(k)a d(k))
2®) = p(k) 4 (k) q(k)

ol pas_armijo a été défini dans le chapitre précédent.

La méthode de Newton amortie est un cas particuler d’algorithme de descente de
gradient préconditionné, o I'on a choisi comme préconditionneur B*) = D2 f(z(*)).



CHAPITRE 5. METHODE DE NEWTON 27

Théoréme 28. Soit f € C3(RY) vérifiant

(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(z(©)} est compact.

(i) Yo € S, D?f(z) = 0.
Alors les itérées %) de la méthode de Newton amortie convergent vers l'unique
manimaseur global de x* de f sur R, En outre, il existe ko € N et une constante
v > 0 tel que ~ kao —:I:*H <1let

2
Vk > ko, H:L‘kH e

oot

Remarque 17. Un intérét pratique de cet algorithme est que le choix de t®) par
rebroussement d’Armijo permet de “automatiquement” de passer d’un régime ou
la convergence est linéaire (k < kg), et expliquée par P’analyse de la méthode de
gradient préconditionnée et un second régime (k > ko) ol on observe une convergence
quadratique.

La preuve du théoréme se fait en deux étapes. Le lemme suivant permet de
vérifier les hypothéses du théoreéme sur la convergence des méthodes de gradient
préconditionné. On obtient alors que limy_, oo k) = g*.

Lemme 29. Pour tout k € N, il existe une matrice symétrigue A®) = 0 telle que
(A(k))2 = B®) . De plus, il existe 0 < X\ < A tels que

VkeN,Vz e S, AMd<APD?f()A® < Ald

Démonstration. Etant donné k € N, on définit B®) = D2f(z) > 0. Il existe donc

une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D = diag(\q,...,\q) telle que
B®) = PTDP. La matrice A®) = pT diag()\i/z, .. ,)\[1/2)P est symétrique définie

positive et vérifie (A®))2 = B®*). De plus,
(APD2f(2) AFy|v) = (D2 f(2) AR p| AR)y),

Or, d’apres la proposition nous savons qu’il existe 0 < m < M tels que Vx €
S,mld < D?f(z) < MId, de sorte que

m HA(’%HQ < (ADD2f(2) ARy} < M HA%HQ.

Or,
2
|4®0|” = (4B AB0) = (AB)20]u) = (D2 (2P)ulv),
d’ou
m? ||v]|* < (AMD? f(z) A®)vlv) < M ||v]?.
et on peut donc prendre A = m?, A = M?. O

On montre ensuite que pour k > 1, on a nécessairement t(*) = 1, de sorte que
les itérées de la méthode de Newton amortie coincident alors avec celles de Newton
pure pour k > 1. Par le théoréme [26] nous aurons donc démontré le résultat de
convergence quadratique.
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Lemme 30. Il existe ko € N tel que Vk > ko, t*®) = 1.

Démonstration. Admis.
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Chapitre 6

Projection et gradient projeté

On g’intéresse désormais a des problémes d’optimisation sous contraintes :

iréilr(l f(z) (6.1)

ot K C R est un ensemble convexe fermé et f : R — R est convexe.

Dans le cas de l'optimisation sous contrainte (K fermé),
e argm}}nf #= Vf(z*) = 0.
Ezemple 6. K =[1,2] C R et f(z) = 22. Le minimum de f sur [1, 2] est atteint

au point x* = 1, mais évidemment f'(z*) =2 # 0.

Pour pouvoir écrire des algorithmes d’optimisation, il faut d’abord com-
prendre la conditions d’optimalité.

Proposition 31 (Existence). Le probléme d’optimisation sous contraintes ad-
met une solution si une des conditions suivantes est vérifide :

(i) K est compact, non vide, et f est continue ;

(i) K est fermé, non vide, f est continue et lim, 1o f(2) = +00;

Proposition 32 (Unicité). Si la fonction [ est strictement conveze et si l’ensemble
K est conveze, alors le probléeme d’optimisation sous contraintes (6.1) admet au plus
une solution.

29
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6.1 Projection sur un convexe fermé

Théoréme 33 (Caractérisation de la projection). Soit K C RY convexe fermé,
non vide. Alors, pour tout point x € R?, le probleme de minimisation

. 2
- 6.2
min |lg — | (6.2)

admet un unique minimiseur p. De plus, p est caractérisé par la condition

peE K etVge K,{(x—plp—q) >0. (6.3)

Définition 17 (Projection). Soit K C R convexe fermé non vide et z € R%.
L’unique minimiseur de (6.2)) est appelé projection de x sur K et noté pg(x).

Démonstration du théoreme[33. Soit f(q) = || — ¢||, qui est convexe. Montrons que
si p est un minimiseur de , alors p vérifie . Soit g € K et ¢ = (1 —t)p+tq
pour t € [0,1]. Par convexité, ¢; € K. De plus, comme p est un minimiseur de f sur
K,ona f(q:) > f(p), ce qui implique

fla) = f(p)

VO <t <1, ;

> 0= (Vf(p)lg —p) =2(p—zlg —p) = 0.
Réciproquement, considérons un point p vérifiant (6.3)). Par convexité de f, on a

Vg K, f(q) > f(p) + (¢ —pIVf(p) = f(p) +2(¢ —plp —x) > f(p).
——

>0
Ainsi, p minimise f sur K et est donc un minimiseur de (6.2]). O

Corollaire 34. Soit K C R? conveze fermé non vide et x,y € R%. Alors,
(i) (z ~ ylpxc(@) ~ o)) > [px() — prcv)]?
(11) |lpx(z) —px @) < llz -yl

Démonstration. Par le théoreme précédent, avec p = px(x) et ¢ = px(y) on a
(z — pr(z)lpK (%) — PK(y)) > 0.

En inversant les roles, on obtient
(v —pr(¥)IPx (¥) — P (2)) = 0.

En sommant ces deux inégalités on obtient (i). Le point (ii) s’obtient & partir de (i)
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
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Ezemple 7. Soit e € R? non nul et K = {\e | A € R}. Alors,
{zle)

pi(z) = e
el

Ezemple 8. Soit K = {x € R? | Az = b} et x € R%. Par (6.3), la projection de = sur
K est caractérisée par

p=pig(r)<—=peKetVge K,(x—plp—q) >0<=pec K et Vv € KerA, (x — plv) =0
peKet « x—pec (Kerd).

de plus, (KerA)* = ImA” car

v € KerA <= Yw, (Av|w) =0
— Vuw, (v|ATw) =0
— w e (ImAT)*,
d’oti I'on déduit KerA = (ImAT)+ soit (KerA)* = ImAT.
Proposition 35. Si KerAT = {0} et K = {z | Az = b}, alors
pr(x) =2z — AT(AATY YAz —b).

Démonstration. Par la caractérisation précédente, p = px () si et seulement sip € K
et si x —p € ImAT, est-a-dire 'il existe w tel que p = z — ATw et Ap = b. Le
vecteur w est donc caractérisé par

Az — ATYyw =b, ie AATw = Az —b,
soit w = (AAT)~Y(Az — b). Ceci donne la formule souhaitée pour p. O

Ezemple 9. Soit K = {¢ € R |V1<i<d,q >0}

Si d = 1, alors pg(x) = max(z,0) =: . Pour montrer cela, nous utilisons
comme précédemment la caractérisation . Le point p = 27 € K est la projection
de x sur K si

Vg€ K, (z—plp—q) =(@—a")(z" —q) 20
Or,sixz > 0,0onax—2" = 0 de sorte que I'inégalité est vraie. Siz < 0, z—2T < Oet
xT — q < 0, de sorte que I'inégalité est aussi vraie. De maniére générale, nous avons
la proposition suivante :

Proposition 36. Soit K = {q € R?|V1 <i<d,q >0} et x € R%. Alors,

pr(r) = (z],... ,x:{).

Ezemple 10. Soit K = K1 x...x Ky C R ot les K; C R% sont des convexes fermés
non vides et ot d = dy + ... + dy. Alors,

pK( Tl 5eeey Xy ) = (pKl(x1)7" . 7pKz($f))
eR%U €R%
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Ezemple 11. Soit K = {x € R | ||z| < 1} o ||-|| est la norme euclidienne. Alors,

x si |z <1
pK(CU){ )

||:$T|| sinon

Le cas on x € K est évident; supposons donc que x ¢ K et posons p := z/ ||z]|.

Alors,
1
Va € K, (z—plp—q) = (M - 1) (alp — )

Or, par Cauchy-Scharwz et en utilisant (z|p) = ||z|, (z|p — q) > ||z|| — ||z] [l¢]| > O.
Par la caractérisation (6.3) on obtient comme souhaité px(z) = p.

6.2 Condition d’optimalité pour I’optimisation sous
contraintes

6.2.1 Condition nécessaire et suffisante d’optimalité

Dans cette partie, nous démontrons plusieurs CNS d’optimalité pour 'optimisa-
tion sous contraintes.

A nouveau, z* peut minimiser une fonction f sur un compact K alors que
V f(x*) # 0!. Pour écrire des algorithmes d’optimisation corrects, nous devons
quelle est la bonne condition nécessaire et suffisante d’optimalité.

Théoréme 37. Soit K C R? un conveze fermé non vide et f € C1(RY) une
fonction convexe. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) x* € argming f
(i) Yy € K, (z* —y| — Vf(z*)) > 0 (formulation variationnelle)
(i) 3t >0, Vy € K,px(2* — 7V f(2*)) = 2* (formulation géométrique)
(iv) Y7 >0, Yy € K,pg(z* — 7V f(z*)) = z*

Remarque 18. Ce théoréme ne dit rien de I'existence ni ce 'unicité, il permet seule-
ment de caractériser I'optimalité d’un point pour un probléme d’optimisation sous
contraintes.

Démonstration. (ii) = (i) : Par convexité de f, on sait que
vy €RY, fly) 2 (=) + (y — " |V f(2")).
Or, si y € K, alors (z* — y| — Vf(2*)) > 0 par hypothese, de sorte que
vy €RY, fly) > f(z"),

i.e. ¥ est le minimum de f sur K.
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(i) = (ii) : Soit y € K et yy = (1 — t)a™ + ty pour ¢ € [0,1]. Par convexité de
K, y; € K pour tout t € [0, 1]. De plus, comme z* est un minimiseur de f sur K, on
a f(y:) > f(x*), ce qui implique
fl@* +t(y —a")) — f(z")
t

VO <t <1, > 0.

En passant a la limite ¢ — 0,¢ > 0, on obtient (V f(z*)|y — z*) > 0.
(iv) < (ili) <= (ii). Soit ¢t > 0. Par caractérisation de la projection du point
x =" —tVf(z*)) sur le convexe fermé K, on a

pr(z* —tVf(z")) =2" <= Vy € K,{((z" =tV f(z")) —a*|z* —y) >0
—Vye K, (-Vfz")|z" —y) >0,

oll on a utilisé ¢ > 0 pour obtenir la deuxiéme équivalence. O

Exemple 12. Soit K = Ri C R%. On a démontré précédemment que la projection
d’un point x sur K est donnée par

pk(x) = (max(x1,0),...,max(x4,0)).
Soit f € C'(R?) une fonction convexe. Combiné au théoréme précédent, on obtient

x* e argm}énf <=Vt >0, pg(z* —tVf(z¥)) =a",
<=Vt > 0, Vi, max (zf - tgf(az*),()> =z
€;
of

<= Vi, Vt > 0, max (x:‘ - ta—(a:*), 0) =]
€

On vérifie alors que cette propriété est équivalente &

of __ .

{aei = sixz; >0
af sk
Be; >0 siz; =0.

6.2.2 Algorithme du gradient projeté

Définition 18. Soit f € C'(RY) et K C R? un ensemble convexe fermé non
vide. L’algorithme du gradient projeté a pas constant 7 > 0 est donné par :

z* D) = pr(z® — 7V f(z®)) (6.4)

Remarque 19. Cette méthode ne mérite le nom d’algorithme que lorsqu’on sait cal-
culer explicitement la projection sur I’ensemble K'!
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Théoréme 38. On suppose que [ € C2(R?), et que
30 <m < M t.q. Yz € RS, mld < D?f(z) < MId. (6.5)
Alors la suite définie par (6.4) converge vers l'unique x* € argming f si le pas

T vérifie
0<7<2m/M?%

On peut écrire 25t = F(z®) on F(z) := pr(z — 7V f(x)). Si la suite ()
converge vers un point & € R?, alors en passant & la limite dans I’équation gt —
F(z®) et en utilisant la continuité de F, on déduit que

j:F(j):pK(j_Tj)7

de sorte que par le théoreme Z minimise f sur K. Il reste donc & démontrer que
la suite z(¥) définie par la récurrence (6.4) converge. Pour cela, nous appliquerons le
théoréme du point fixe contractant.

Théoréme 39 (Point fixe). Soit F: R — R? une application contractante, c’est-a-
dire qu’il existe r €]0, 1] tel que |[F(x) — F(y)|| < k|lz —yl|. Alors :

(i) F admet un unique point five x* ;

(i) pour tout £ e RY, g suite définie par k1) — F(az(k)) converge vers T*.

Nous utiliserons également le lemme suivant.

Lemme 40. Soit f € C2(R?) vérifiant (6.5)). Alors, Uapplication G : x — x—7V f(z)
vérifie

IG() = GW)I? < (1 —2rm + M*7) o — y||?
Démonstration. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a ’application
h(t) =V f(x), avec &y = ¢ + tv et v = y — x, ce qui donne

h(1) — h(0) = Vi(y) — Vi(x) = /0 D2 (zo)udt.

On en déduit que

2

1
IVF(y) - V@) = /0 D2 ()l
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ou 'on utilise que pour une matrice symétrique la norme matricielle induite par le
produit scalaire est égale au maximum des valeurs absolues des valeurs propres,qui
est ici majoré par M. De plus, comme D?f(z) > mId pour tout z € RY,

1
Vi)~ V@) z—y = /0 D2 f(a)udt o)

1
_ /O (D2f (z)o|v)dt

2
= m vf”.
Ainsi, pour tout x,y € R?,

1G(x) = GW)I* = |l —y — 7(Vf(z) = V()|
= |z —y|I* = 27z — y|Vf(2) = V() + IV f(z) = V()|
< (1 —2™m + M27'2) |z — yH2
L]

Démonstration du théoréme[38 On pose F(z) = px(G(z)) o G(z) =z — 7V f(x),
de sorte que 2(*t1) = F(2(®). En utilisant que la projection pg est 1-Lipschitzienne,
on a

[1F(z) = Fy)ll = px (G(z)) — pr(G)l| < |1G(x) = Gy)]]-

En combinant avec le lemme précédent, on trouve
IF(x) = F)|* < IG(2) = G| < (1= 2rm + M7?) [« — y||*.
Cette application est contractante si
1—2rm+ M?*7? <1 <= 7(M*1 — 2m),

ce qui est vrai si 7 > 0 et 7 < 2m/M?2. Par le théoréme du point fixe, on en déduit
que dans ce cas application F' posséde un unique point fixe. Par le théoréme [37], on
sait qu'un point Z minimise f sur K si et seulement si F(z) = Z. On déduit de ce
qui précéde que le probléme de minimisation ming f posséde une seule solution x*,
qui est I'unique point fixe de F'. Par le (ii) du théoréme du point fixe, la suite 2 (k)
définie par () = F(z(®)) converge vers z*. O



Chapitre 7

Optimisation avec contraintes
d’inégalités

Dans ce chapitre on s’intéresse & des problémes d’optimisation ming f ou l’en-
semble de contraintes K est défini par des inégalités : étant données des fonctions
convexes ¢y, ..., cp € C1(RY), on définit I'ensemble K

K={zeR?|ci(z) <0,...,co(z) <0}

On appelle chacune des fonctions cq, ..., ¢, une contrainte du probléme et on note
souvent le probléme par

P .= i
01(W)§(¥~1-1-{104(I)§0 /(@)

Lemme 41. Si les fonctions c1,...,co : R* — R sont continues et convezes, alors
lensemble K = {z € R V1 <i</{, cix) < 0} est fermé et conveze.

Démonstration. Montrons d’abord que K est fermé : soit (), une suite d’éléments
de K convergent vers une limite x. Par hypothése, comme z,, € K, ¢;(z,) < 0. En
passant & la limite n — +o00 et en utilisant la continuité de ¢; on en déduit que
ci(z) < 0. Ainsi x appartient & K, et K est donc fermé.

On montre maintenant la convexité de K. Soient z,y € K et x; = (1 — t)x + ty.
Comme z,y € K, on a pour tout i, ¢;(z) <0 et ¢;(y) <0. Pour t € [0,1] on a donc
ci(ze) < (1 —1t)ei(x) +tei(y) <0,
de sorte que z; € K. Ceci démontre que K est convexe. O

Ezemple 13 (Simplexe). Considérons I'ensemble K définit par

K= xERd]Vi,a:¢EOet inzl ,
1<i<d

qui décrit 'ensemble des mesures de probabilités supportés sur {1,...,d}. On peut
écrire cet ensemble sous la forme ci-dessus avec

a(z) =—z1,...,cq(®) = —2g,capr (@) = > @ — Lcga(x) =—( Y z—1).

1<i<d 1<i<d

36
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7.1 Méthode de pénalisation

L’idée de cette méthode est d’approcher le probléme d’optimisation avec contraintes
ming f ot K = {z | Vi, ¢;(x) <0} par un probléme d’optimisation sans contraintes
minga fo o f. est la somme de f et de termes qui “explosent” lorsque ¢;(x) > 0.
Précisément, pour € > 0 on pose

¢
. . 1
P. = min fe(z) ou fe(z) := f(z) + Z Zmax(ci(x),O)z.
v i=1

Dans cette formulation du probléme, les points z € R tels que ¢i(x) > 0 sont
pénalisés au sens ou si € est trés petit, %max(cz-(a:),O)2 peut étre trés grand, ce qui
dissuade le choix de ce point dans le probléme d’optimisation. Lorsque ¢ — 0, les
points vérifiants sont “infiniment pénalisés” et deviennent en fait interdits :

l .
1 0 i(z) <0
Vo e Y lim ) max(a(@),0)? = { o &)
=1

e—0 & 4 +o00  sinon

Cette intuiton est précisée par la proposition suivante.

Proposition 42. Supposons que f € CO(R?) est strictement conveze et vérifie
hm||:cH—>+oo f({I?) = +o00. Alors :
(i) Les probléemes P et P. (pour € > 0) admettent chacun un unique minimiseur,
noté z* et x}.
(i1) lim._,o zf = z*.

Démonstration. (i) L’existence d’une solution au probléme d’optimisation sans contrainte
P. se déduit du fait que f. est continue et que

m f(0)> lm f(@) = +oo,

tandis que ’existence de solution au probléme avec contraintes P se déduit de ce que
lim 5400 f(7) = +00 et que K est fermé (Lemme . Pour l'unicité de la solution
au probléme P, il suffit de remarquer que f est strictement convexe (hypothése) et
que K est convexe (Lemme . Enfin, pour l'unicité de la solution au probléme
P il faut montrer que f. est strictement convexe. Soient z,y € R? t € [0,1] et
x = (1 —t)x + ty. Alors,
ci(ze) < (1 —t)ei(w) + tei(y)

de sorte que
max(c;(x¢),0) < max((1—1t)c;(x)+tei(y),0) < (1—t) max(c;(x),0) 4+t max(c;(y),0).
Ainsi, en utilisant la convexité de » € R — 2, on a

max(c;(z;),0)? < [(1 — t) max(ci(x),0) + t max(c;(y), 0)]2

< (1 —t)max(c;(z),0)? + t max(c;(y), 0)*
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On en déduit que les fonctions z — max(c;(x),0)? sont convexes, et f. est donc
strictement convexe comme combinaison linéaire & coefficients positifs de fonctions
convexes et d’une fonction strictement convexe.

(ii) Soit z* € K le minimiseur de P. Alors, comme ¢;(z*) <0, on a

0
;2gﬁ@ﬁ:f@ﬂ+é§:mw@mﬁ%mﬁzﬂﬁ):R
=1

Ainsi,
P. = f(z}) + R Z max(c;(x}),0)? < P.
1<i<t

Comme lim ;400 f(7) = +00, la fonction f est minorée, par exemple f > m € R.
On déduit donc que

1 1
Vie{l,...,¢}, Emax(ci(x;),O)Q < - Z max(cj(z}),0)2 < P — f(z¥) < P —m,
1<5<t

ou encore
max(c;(x}),0)? < e(P —m).

Soit  une valeur d’adhérence de la suite x} lorsque € — 0. Alors, par continuité,
max(c;(%),0)? <0,
ce qui montre que € K. De plus, pour tout £ > 0,
f(ze) < P < P,

de sorte que f(z) < P. On en déduit que Z minimise f sur K, soit z = z*. Pour
conclure, on remarque que la suite (z}) est bornée et admet une unique valeur d’adhé-
rence, de sorte que lim._,o 2} = z*. ]

Lemme 43. Soit p: t € R — max(t,0)2. Alors p € CL(R) et p'(t) = 2max(t,0)

Démonstration. Comme p(t) = O(t?), p est différentiable en zéro et p/(0) = 0.
D’autre part, sur R*, p(t) = t2 et p/(t) = 2t, et sur R*, p(¢t) = 0, soit p'(t) = 0
Alinsi,

0 sit<O0
P#)=40 sit=0
2t sit>0
Ainsi, p/(t) est continue et p(t) = 2max(¢,0). O

Proposition 44. Supposons que f € C'(R?) est strictement conveze. Alors,

l
2
xl € argmin f, <= Vf(zl)+ - Zmax(ci(a::),O)Vci(xZ) =0. (7.1)
R4 € i1
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Démonstration. Nous avons déja démontré que f. est strictement convexe, et f. €
C 1(R"l) par le lemme précédente, de sorte que par caractérisation de 'optimalité dans
le probléme d’optimisation sans contrainte P.,

xl € argr%idnfe <= Vf.(z)=0.

D’autre part, en utilisant la fonction p introduite dans le lemme précédent on peut
écrire

L) = f@) = Y ple),

1<i<t
soit 5
Vfelw) = V(@) + - > Peil@)Veilx).
1<i<t
9 4
=Vf(z)+ R ; max(c;(x),0)Ve;(x)
On en déduit 'équivalence annoncée. ]

7.2 Théoréme de Karush-Kush-Tucker

L’objet du reste de ce chapitre est d’énoncer et de démontrer le théoréeme de
Karush-Kush-Tucker. Ce théoréme permet de donner une condition nécessaire et
suffisante d’optimalité pour les problémes d’optimisation avec contraintes d’inégalité.

Théoréme 45 (Karush-Kush-Tucker). Soient f,c; : R — R vérifiant :
— f € CYRY) convexe ;
— ci(z) = (ai|x) — b; pour Vi e {1,...,¢};

et soit

K={zeR?|Vie{l,..., 0}, ¢(z) <O}
Alors,

—Vf(a*) = iy AiVei(z*)

e K
z* € argmin f < I\ € R’ t.q. N ,
K A >0 Vie{l,..., ¢
)\ZCl(CC*) =0 Vi € {1,,6}

Remarque 20. Par analogie avec le théoréme des extrémas liés, le vecteur A appa-
raissant dans ce théoréme est souvent appelé multiplicateur de Lagrange.

Remarque 21. Les quatres conditions apparaissant dans ce théoréme ont un nom :
— la premiére condition (—V f(z*) = ...) est appelée condition d’équilibre ;
— la deuxiéme (z* € K) est ['admissibilité du point x ;
— la troisiéme (\; > 0) est Uadmissibilité du multiplicateur de Lagrange \;
— et la quatrieme (\;c;(x)) est la condition de complémentarité.
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Il est important de n’oublier aucune de ces quatre conditions lorsqu’on applique le
théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker (souvent abrégée KKT).

Nous commencons pas démontrer le sens direct de ce théoréme, en utilisant la
méthode de pénalisation, et plus précisément en passant a la limite dans ’équation
d’optimalité du probléme pénalisé (7.1)).

Démonstration du sens direct (—>) du théoréme [45 Soit z* un minimiseur de f sur

K. On commence la démonstration en supposant que f est strictement convexe, et
P A & : _ 1 * L %

on montrera comment en déduire le cas général. Soit ey = § et zy = a7 le

minimiseur du probléme pénalisé¢ F;, :

Ty € arg mm flx E max(c;(x 2.

Par la condition d’optimalité (7.1)) pour le probléme P, 7} vérifie

2
= (2%, 0)Vei(z%) = 0.
-i-sNZmax(c (), 0)Ve (z)

Soit I l’ensemble des ¢ € {1,...,¢} tels que ¢;(z*) < 0. Par la proposition , T
converge vers x*, de sorte qu’il existe Ny tel que

VN > No,Vi e I,ci(zy) <O.

Ainsi, pour N > Ny, et en utilisant Ve¢;(2}) = a; (car ¢;(z) = (z|a;) — b;),

l
V() = fv max(ci(zy), 0) Vei(ay)
=1

= 2 S max(a(x), 0)a;

eN i€l
el

ot C' est 'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients positifs des (a;)igr, que
l'on peut écrire

Ci=4 > Nai|AeRl tqVie I\ =0

1<i<N

Comme 'ensemble C' est fermé (lemme [{6)), en utilisant la continuité de Vf (f €
CY(RY)) et limpy 4 o0 N = =N, on en déduit que

—Vf(z*) e C.

Ainsi, il existe A € ]R{f tel que

—Vf(x Z)\ a; = Zx\chi(x*),
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qui par définition de I’ensemble C vérifie en outre Vi € I, \; = 0. Ainsi, si i € I,
ci(z*)N\i =0, et sii €I, ¢i(z*) =0 et on a aussi ¢;(z*)\; = 0.

Pour finir, nous avions supposé que la fonction f était strictement convexe. Si
ca n'est pas le cas, on remplace f par f(z) = f(z) + ||z — x*H2 La fonction f est
strictement convexe (somme de convexe et strictement convexe) et a aussi z* pour
minimiseur. On peut donc lui appliquer la démonstration précédente : il existe A € Rf
vérifiant

—Vf(ﬂﬁ*) = E1§i§£ AiVei(z®)

e K
A >0 Vie {l,...,0)
)\ici(l'):o ViE{l,...,g}.
Pour conclure, il suffit de remarquer que V f(z*) = Vf(z*). O

Lemme 46. Soit ay,...,ap € R? et T C {1,...,¢}. Alors Uensemble C défini ci-
dessous est fermé :

C = Z)\iai\)\ERﬂthGI,/\iZO
1<i<N

Démonstration. Admis. O

Démonstration du sens indirect (<=) du théoréme [{5 Soit z* € R? et X € R? véri-
fiant les quatre conditions du théorémes. Comme la fonction f est convexe,

Vo € RY, f(x) > f(z*) + (x — 2*|V f(z¥))

: (7.2)
= fla®) =Y Nife — 2*|Vei(2h),
i=1
ot l'on a utilisé la condition d’équilibre (=V f(z*) = ...) pour obtenir I’égalité de la

deuxiéme ligne. Comme la contrainte ¢; est convexe (car ¢;(z) = (z|a;) — b;), on a
Vo € RY, ¢i(x) > ci(a”) + (x — 2*|Vei (),

s0it
Vo € RY —(z — 2*|Vei(z*)) > ci(z*) — ci(z), (7.3)

En combinant les inégalités (7.2)) et (7.3]), et en utilisant & nouveau la condition
d’admissibilité de A (A; > 0), on en déduit

¢

Vo e RY, f(z) > f*) + ) Ni(ei(@®) — ei(x).

i=1
Par la condition de complémentarité (\;c;(z*) = 0), on a

14

Vo e RY, f(z) > fa) = Niei(w).

i=1
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Si z € K, alors ¢j(z) < 0. En combinant avec la condition d’admissibilité de A
(Ai > 0), on obtient A\;c;(z) < 0, ce qui donne finalement

Vo e K, f(z) > f(z").

Le point x* est dans K (par la condition d’admissibilité) et f(z*) < f(x) pour tout
autre z € K : ceci montre bien que z* € argming f. O



Chapitre 8

Dualité lagrangienne

Motivation : calcul des multiplicateurs de Lagrange

A nouveau on s’intéresse a un probléme d’optimisation sous contraintes :

P :=min f(v) avec K = {z R? | Vi e {1,...,0},¢i(z) <0}, (8.1)
ou
(i) f € C*(R?) est une fonction convexe,
(i) ci(z) = (@la;) — b;
La proposition suivante montre que si I’on connait les multiplicateurs de Lagrange
(Ie vecteur A € R? dont l’existence est garantie par le théoréme de Karush-Kuhn-
Tucker, théoréeme alors il est possible de transformer le probléme d’optimisation
avec contraintes d’inégalités en un probléme d’optimisation sans contraintes!

Proposition 47. Soit x* un minimiseur de (8.1]) et A € RY les multiplicateurs
de Lagrange donnés par le théoréeme KKT (théoréme . Alors,

x* e argmidan ot frx=[f+ Z AiCi. (8.2)
R 1<i<e

Démonstration. Les hypothéses du théoréeme KKT sont vérifiées, et il existe donc
A € R veérifiant, parmi d’autres conditions,

~Vf(z*) = 2193@ AiVei(z*),
Vi, A\; >0

Posons f\ = f + Zlgige Aici. Comme A; > 0, f) est une combinaison linéaire a
coefficients positifs de fonctions convexes et est donc convexe. La condition d’équilibre
s’écrit :

Vfa(z*) = 0.

Comime fy est convexe, cette condition garantit que z* la minimise sur R?. O

43
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Une question trés naturelle est alors celle de trouver (en pratique!) ces multipli-
cateurs de Lagrange \. Dans ce chapitre, nous verrons qu’ils sont eux aussi solutions
d’un probléme d’optimisation “dual”. En conséquence, on verra l'algorithme d’Uzawa,
un algorithme simple & mettre en ceuvre et assez général pour 'optimisation avec
contraintes d’inégalités.

8.1 Probléme dual et dualité faible
On consideére la fonction suivante

L:(z,\) eRI R o fla)+ ) Nici(w). (8.3)

La proposition suivante montre que le probléme d’optimisation sous contraintes (8.1}
peut étre réécrit comme la recherche d’un “point selle” de la fonction L, c’est-a-dire
linfimum en z € R? du suprémum en \ € Rﬂ de L.

Proposition 48 (Formulation “point selle”). Soit f,c1,...,c¢ des fonctions quel-
conques sur R, K = {x | Vi€ {1,...,¢}, ci(x) <0} et L défini par (8.3)). Alors

P = ;g}f{f(x) = I1€n]1£d )\seuR% L(z, \). (8.4)

Démonstration. Montrons d’abord que

sup Aici(z) = (8.5)

Ni€R, +o00  sinon.

{0 si ¢i(x) <0,

En effet, si ¢;(z) <0, alors pour tout \; > 0, A\j¢;(x) < 0 avec égalité lorsque A\; = 0,
ainsi,

sup Aici(z) =0.

MNERY

Si en revanche, ¢;(x) > 0, alors

sup Aici(z) > lim ne;(x) = 4o00.
MER, neN

On déduit de ’équation (8.5)) que
sup Z Aici(x) = Z sup Aici(x)
AERY 1<i<e 1<i<e MERY
{+oo sidie{1,....0}, tq () >0

0 si Vi, ci(x) <0

)t siz g K
0 six e K.
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On s’en suit que

i K
sup Lla,\) = { 700 STE
AERY, f(z) sizelkK,
soit
inf sup L(z,\) = inf f(z) O
z€R )\ERZ rzeK

Définition 19 (Probléme dual). On appelle probléeme dual associé au probléme
d’optimisation avec contraintes d’inégalités (8.4) le probléme de point selle

D := sup inf L(z,\). (8.6)
AeRd z€R?

Remarque 22. Pour passer de la formulation “point-selle” du probléme primal (8.4))
au probleme dual , on a simplement inversé I'infimum et le suprémum.
Ezemple 14 (Exemple de calcul du probléme dual). On considere f(z) = 3 ||| sur
RY et ¢;(z) = {a;|x) — b; pour i € {1,...,£} et on pose
LX) =2l + Y Mllaile) - v,
1<i<e

Notons A € My 4(R) la matrice dont la iéme ligne est le vecteur a; et b = (b1,...,by).
Alors, (Az — v); = (a;|x) — b; de sorte que

D Xil(ailz) — by) = (A Az —b),

1<i<t

soit
Lz, \) = ||z]|* + (\|Az — b).
Le probléme dual s’écrit
D := sup inf L(x,\).
)\ERd x€R4

La fonction fy : @ + L(x,\) est convexe, et Vfi(z) = x + AT\, de sorte que le
minimiseur de inf,cpa L(z, \) = inf_ pa fr(x) est atteint en un point ) vérifiant

Virzy) =0 <= zy + ATA =0,
soit z) = —AT\. Ainsi,
inf L(z,\) = 1nf fia(x) = fa(zy)
zeR?
= f(JfA) (A[Azy —b)
1
— - H—AT)\H2 (N — AATX —b)
=—%FNN\ o
Ainsi,
D = sup inf L(z,\) = sup —= H—AT)\H (A|D).
A

¢ z€R4
A€R RE
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Remarque 23. Dans I’exemple précédent, le probléme dual peut avoir beaucoup moins
de variables que le probléme primal (si £ < d). De plus, les contraintes sont beaucoup
plus simples, de la forme A; > 0.

Proposition 49 (“Dualité faible”). Soit f,c1,...,c¢ des fonctions quelconques sur
R, K = {x | Vi,ci(x) <0} et L défini par (8.3)). Alors

P> D, (8.7)

ou P est défini par (8.1)) et D par (8.6)

Remarque 24. On parle de dualité faible quand on sait montrer que P > D et de
dualité forte lorsqu’on montrer que P = D. La dualité faible est toujours vraie tandis
que la dualité forte demande un peu plus d’hypothéses.

Démonstration. Soit x € K et \ € Rﬂ. Alors,

inf L(Z,\) < L(z, \) < sup L(z,\),
TeK XeRE
soit -
inf L(Z,\) < sup L(z,\)
TeK XeR4

Ainsi, en prenant le suprémum en A\ € Rﬂ dans le membre de gauche, on a

sup inf L(& \) < sup L(z, \).
AeRt TEK XERE

On prend maintenant 'infimum en x € K dans le membre de droite :

sup inf L(Z \) < inf sup L(z,\).
)\ERQ zeK TeK S\ERﬂ_

En utilisant 1’équation (8.4) et la définition de D (eq. [8.6) cette inégalité dit exacte-
ment que D < P. O

8.2 Dualité forte

Théoréme 50 (Dualité forte). Soit f € C'(R?) une fonction conveze, c;(z) =
(ailx) —b; pour 1 <i<{ et K ={x € R%|Vi,ci(x) <0}. Alors :
(i) Sile probléeme (8.1) admet un minimiseur x*, alors P = D (ot D est définit
dans ) et le mazimum dans D est alteint.
(ii) Si le probléeme admet un minimiseur x* et que X* est nimporte quel
mazimiseur du probléme dual (c’est-a-dire \* € argmaxp+ g avec g(A) =

inf,cga L(z,\)), alors x* est minimiseur du probléme d’optimisation sans contrainte

" € arg min L(x, \).
g min L(z, A)
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Démonstration. (i) Si z* est minimiseur de f sur K (i.e. P = f(z*)), on est dans
les conditions d’application du théoréme KKT. Ainsi, il existe A € R vérifiant les
quatre conditions.

—Vf(z*) = 21956 AiVei(z™)

re K
A >0 Vie{l,...,0
)\ZCZ(.%‘) =0 Vi € {1,...,6}

La condition d’équilibre peut se mettre sous la forme

Vi) = Vi) + Y AiVe(a) =0,

o fx = L(-,A) = f+ > ,<;<s \ici- La fonction f) est convexe comme combinaison
linéaire a coefficients positifs de fonctions convexes, et comme V fy(z*) = 0, on en
déduit donc que z* € arg minga fy. Ainsi,
D = sup inf L(z,\)
XERE z€R?

> inf L(z, )
z€RC

= fa(a”)
= f(a*) + Z Aici(z*)

1<i<e
= f(z7),

ot l'on a utilisé la condition de complémentarité \;c;(x*) = 0 pour obtenir la derniére
égalité. Ainsi D > f(z*) = P. Comme de plus on sait que D < P (Proposition
on en déduit la dualité forte D = P.

(ii) Soit z* € K un minimiseur du probléme primal et A\* € R} un maximiseur
du probléme dual. En utilisant (i), on sait que P = D, de sorte que

f(z*) =P =D = sup inf L(x,\)

AeRt z€R?
<L, \) = @)+ Y Me(a®).

1<4<e

On en déduit que
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Ainsi, la seule inégalité dans (8.8)) doit en fait étre une égalité :

inf L(z, \*) = L(z", \"),
rER4

ce qui montre que x* minimise L(-, \*) = fy~ sur R%. O

8.3 Algorithme d’Uzawa

Notation et hypothéses Dans la suite, pour tout z,y € R%, et on note z < y si
et seulement si pour tout i € {1,...,d}, z; < y;. Soit A € My 4(R) et b e RY. Pour
i€ {l,...,£}, on note ¢;(x) = (a;|z) — b; ol a; est la téme ligne de A, et on pose

K={zeR?|Vie{l,...,d},c(z) <0} ={z cR?| Az < b}.
Sous les hypothéses du théoréme de dualité forte (Théoréme , on sait alors que

P = min f(z) = min f(z) = min /(@) + (V'] Az ~b),

ou \* € Rﬂ est un maximiseur du probléme dual

D= g%? 90N, 9() = inf L(z,A), ot L(z, ) = f(x) + > i)

L’algorithme d’Uzawa est alors simplement I'algorithme du gradient projeté pour
résoudre le probléme dual D, c’est-a-dire maximiser la fonction g sur Rﬂ. Cet algo-
rithme peut étre mis en ceuvre en pratique car on sait projeter sur ’ensemble de
contrainte Rﬁ, et qu’il est parfois possible de calculer g et Vg explicitement (par
exemple lorsque f est par exemple quadratique). Le choix de O e Rﬂ peut étre
arbitraire (typiquement, on prendra A0 = Oge) -

) € arg min,cga L(z, M)
k) = v g(AR))

(k+1) — (k) (k)
A PRre (AW + 7y ™)

Remarque 25. Comme on cherche & maximiser la fonction g sur Rﬂ, on fait de la
montée plutét que de la descente de gradient.

8.3.1 Algorithme d’Uzawa dans le cas quadratique

A partir de maintenant, on suppose que f est une fonction quadratique. Plus
précisément on suppose qu’il existe une matrice symétrique définie positive Q) et
un vecteur e tel que f(z) = 1(z|Qz) + (e|z), et on considére donc le probléme de
minimisation sous contraintes

P =min f(x) on f(z) = %(m@m) Fle) ot K= {z e R | Az <b}.  (8.9)
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Lemme 51. La fonction g(\) = inf cpa L(z, \) est concave, et

o) = (Glaal@e) + O )
Vg(/\) = A:lﬁ‘)\ —b

zy = —Q e+ AT)) € arg min L(z, \).
zERY

Démonstration. Commencons par calculer la fonction L plus explicitement :

= 2 alQa) + (elz) + (N Az — b)

En particulier, on voit que la fonction fy = L(-, \) est strictement convexe (somme

de la fonction strictement convexe z — (z|Qz) et de fonctions convexes). Ainsi,

elle admet au plus un minimiseur. De plus,
Viz) =Qu+e+ AT,
de sorte que le minimiseur de fy sur R? est atteint en 'unique point x vérifiant
Qryx+e+ATA=0, ie. 2y = —-Q (e + ATN).
Ainsi,

g(A) = inf fi(z) = fa(zx)

zER4
= %(xA]Qx,\) + (e|zx) + (A|Azy —b)
- %<$A|Qx,\> + e+ A"Mzx) — (Alb)

En utilisant Qzy + e + AT\ = 0, on trouve

g0 = - (1<xmm> o)

- (ae
-z
-

(e +ATN)|QQ e+ ATN)) + <Ayb>>

(e + ATN)|e 4+ ATX) + <)\|b>)

l\D\v—l [\')\l—l w\

(AQ™ ATAN) + (AQ™He) + 5(Q el + (D) ).



CHAPITRE 8. DUALITE LAGRANGIENNE 20

On en déduit d’abord que g est concave : il suffit de remarquer que AQ 'A”T est
symétrique positive (exercice!). On peut aussi se servir de cette expression pour
calculer le gradient de g :

Vg(\) = —AQTATN — AQ'e — b= Az, —b. O

Corollaire 52. L’algorithme d’Uzawa pour le probléme de minimisation sous contraintes
s’écrit de la maniéere suivante,

zF) = —Q~ (e + ATXK))
B = Az®) —p (8.10)
AEFD — max(AR) 4 74(*) )

8.3.2 Convergence de algorithme d’Uzawa

On conclut le cours par la démonstration de convergence de ’algorithme d’Uzawa.

Théoréme 53. Soient () A(¥)) ¢ R? x RY les itérées de lalgorithme d’Uzawa
(8.10)) pour le probléeme d’optimisation sous contraintes . On suppose que

2m
TE ]0, — {,
[A]
ot m est la plus petite valeur propre de Q, et || Al est la norme d’opérateur de A (i.e.

[Al} = maxgzo [[Az] / [l2]]). Alors,

k) *

lim 2! =",

k—+o0
ot x* est l'unique minimiseur de (8.10)).

Démonstration. Le probléme primal admet un minimiseur z* car la fonction f est
quadratique (donc continue) avec () définie positive, ce qui garantit que lim| 400 f(7) =
+o0. Par le théoréme de dualité forte (Théoréme , on sait que le probléme dual
admet aussi un maximiseur A\*, qui n’est pas nécessairement unique. De plus, comme
la fonction g € C*(R?) est concave (Lemme, A* maximise g sur RY si et seulement

si (Théoréme

\* € arg max g < V7 > 0,\" = PRt (A" 4+ 7Vg(AY)).
R+

Le théoréme nous dit aussi que x*, I'unique minimiseur du probléme primal,
x* € argming f est caractérisé par «* € argmingcpa L(z, \*). Ainsi, en utilisant les
notations du Lemme 1], * = x)«, de sorte qu’en utilisant ’expression de Vg donnée
dans ce méme lemme, on obtient

Vg(\*) = Azy« — b= Ax™ —b.
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Ainsi, \* maximise g sur RY si et seulement si \* = PRY, (\* + 7(Az* —b)). A partir
de maintenant, on note A* un minimiseur (peu importe lequel) du probléme dual. On
a alors, par définition de 1’algorithme et en utilisant que PR est 1-Lipschitzienne,

= Hpﬂ%()‘(k) = 7(Az™ = b)) = pge (A" — 7(Az” — b))H2

H)\(k-f—l) )\
< Hw —r(Az® — b)) — (A — 7(Azt — b))H2
g 2r (AR — X A(z®) — 2%))

= H)\(k) — A" i + 72 HA(x(k) — ")

On rappelle (Lemme [51) que 2y = —Q7'(e + AT)), et on s’en sert pour majorer le
produit scalaire :

) = XA ® — 2%) = (AT = 3 — 27)

— Q™ — a")|a® — a%)
2

k
S—me( ) — 2|,

ou m est la plus petite valeur propre de Q. Ainsi,

2 2 2
H)\(’““) x| < H)\(’“) s HA(ac(k) )|+ 2rA® A E® — 1))
2 2
< Hw 2T a2 - 2rm) HN) gt
2
<o
La derniére inégalité vient de ’hypothése sur 7. Ainsi, la suite rg := H)\(’”l) — )\*H2

est décroissante et minorée (par 0) donc convergente vers une certaine limite r*. De
plus, I'inégalité du dessus nous donne

2
(2rm — 72 | A|]%) Hme) - :cH <rp—Tho1,

ou le second membre tend 7* — r* lorsque k — +oo. Comme 27m — 72 ||A||*> > 0 par
hypothése, on en déduit que

2
=0 ]

lim )x(k) —z*
k——+o0
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