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Introduction

L’objectif de ce module MAQO Calcul scientifique est de proposer une introduction
a la discrétisation et a la résolution numérique des équations aux dérivées partielles.
Comme il s’agit d’une introduction, nous avons choisi de brosser un panorama des
méthodes numériques pour les équations aux dérivées partielles :

e La premiére partie du cours portera sur la discrétisation d’EDP d’évolution
par la méthode des différences finies. Cette premiére partie peut constituer une
bonne préparation & ’option “Calcul scientifique” de I’épreuve de Modélisation
de l'agrégation. Les outils utilisés sont tres élémentaires.

e La seconde partie du cours portera sur la méthode des éléments finis pour
des équations aux dérivées partielles elliptiques (équation de Poisson, fonctions
propres du Laplacien, probléme d’obstacle). Cette partie empruntera (et rap-
pellera) quelques outils de la théorie des distributions, et plus précisément des
espaces de Sobolev.

Nous chercherons & répondre a plusieurs questions de nature trés différentes, al-
lant de questions théoriques (discrétisation des EDP et étude de convergence du
discret vers le continu) & des questions pratiques (algorithmes de résolution de sys-
témes discrets, mise en ceuvre informatique en Python) :

e Comment discrétiser les équations aux dérivées partielles 7 Les équations aux
dérivées partielles linéaires (équation de la chaleur, des ondes, de transport,
équation de Poisson, etc.) peuvent étre vues comme des systémes linéaires
dans des espaces de fonctions (e.g. espaces de Sobolev). Comment passer d'un
systéme linéaire en dimension infinie & un systéme linéaire en dimension finie 7

e Les systémes discrets construits constituent-ils une bonne approximation des
EDP qu’on considére ? Si oui, en quel sens 7 Peut-on estimer ’erreur commise ?
Ces question relévent de ’analyse numérique; les démonstrations de conver-
gence du discret vers le continu reposent souvent sur des versions discrétes de
principes utilisés en analyse des EDP (par exemple, principe du maximum,
étude de stabilité, méthodes hilbertiennes).

o Comment résoudre les systemes discrets 7 1l s’agit d’introduire et d’étudier des
algorithmes pour la résolution de systémes linéaires (Ax=b), la recherche de
valeurs propres, I'optimisation avec contraintes, etc.



Chapitre 1

Méthodes numériques pour les
EDO

Avant de s’attaquer a la discrétisation des équations aux dérivées partielles d’évo-
lution, on fait quelques rappels sur celle des équations différentielles ordinaires. On
insistera en particulier sur la ressemblance entre [’étude de stabilité des solutions &
une équation différentielle ordinaire (EDO) et les démonstration de convergence des
méthodes numériques pour les EDO : les deux reposent sur le lemme de Gronwall.

Dans la suite, on considére un systéme d’équations différentielles de la forme

{y’(t) = F(t,y(1) t€[0,7] )
y(0) = o,

ol F: R x RY — RY. Pour simplifier Pexposition, on suppose que F est continue et
globalement Lipschitzienne en sa seconde variable,

V(t,y1,y2) €ERxRYXRY, || F(tyn) — F(tyo)|| < Ly —well . (1.2)

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz (version globale) garantit I’existence d’une solution
définie sur R du systéme (I.1)) pour toute donnée initiale yo € RY.

1.1 Stabilité des solutions & une EDO

La proposition suivante montre que les solutions d’'une EDO dépendent contint-
ment de la fonction dans le second membre. La convergence des schémas numériques
pour 'approximation des équations différentielles peut étre vue comme une variante
(ou un raffinement) de ce résultat de stabilité.

Proposition 1.1 (Stabilité des solutions). Soient y € C*([0,T],R%) une solution du
probleme de Cauchy (L.1)) et y, € C1([0,T],R?) une solution du probléme de Cauchy

{y'T(t) = Fr(t,y-(t)) te0,T]
y-(0) = wo,

ot Fy : R x R — R? vérifie les deuz hypothéses suivantes :

4



CHAPITRE 1. METHODES NUMERIQUES POUR LES EDO 5

(i) (“stabilité”) il existe une constante K > 0 telle que
V(t,y1,52) € [0, T] x RT x RY, || Fr(t,y1) — Fr(t,92) | < K [lyr — 2l
(1) (“consistance a lordre k > 1”) : il ewiste une constante C > 0 telle que
IF = Frl|, < CT".

Alors
vt €[0,T], |y(t) — y-(t)|| < CT exp(KT)r*

Démonstration. On pose E(t) = y(t) — y,(t) et on cherche a majorer ||E(t)|. Pour
controler ||E(t)]|, on commence par majorer ||E'(t)|| en fonction de ||E(t)]| :

1B = lly'®) =y 0]
= HF(t’y( )) Fr(t y-(8)]
< 1@ y(@) = Ex(t y@O) + Ex (4 y(t) = Fr (it y- (@)
< O+ K [ly(t) —y- (1)l

ou 'on a utilisé 'inégalité triangulaire pour la premiére inégalité et la stabilité et la
consistance a 'ordre k pour la seconde inégalité. Ainsi,

|E'(t)|| < K |E@)| + Cr*.

Si 'on pose e(t) = ||E(t)||, on a en utilisant 'inégalité précédente

e(t) — e(0) < |1B(t) — B(O)| = H/ E(s

< /0 /()] as

¢
S/ K ||E(s)| + Orkds
0

t
ZC'TktJrK/ e(s)ds

En posant a(t) = C7"t, et en remarquant que e(0) = 0, cette inégalité se réécrit

e(t) < aft +K/

Comme « est croissante, le lemme de Gronwall (lemme[1.2)) permet donc de conclure
e(t) < exp(Kt)a(t) < CT exp(KT)r*. O

Lemme 1.2 (Gronwall, version intégrale). Soit e, deuz fonctions continues sur
[0,T], a croissante, vérifiant

e(t)ga(t)—i-K/ote s)ds

e(t) < exp(Kt)a(t).

Alors,
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Démonstration. Posons f(t) = exp(—Kt) fo s)ds, de sorte que

¢
f't)=-K exp(—Kt)/ e(s)ds + exp(—Kt)e(t) = —K f(t) + exp(—Kt)e(t)
0
L’hypothése donne
exp(—Kt)e(t) < exp(—Kt)a(t) + K f(t),
Les deux équations précédentes combinées nous donnent

f'(t) < exp(=Kt)a(t),

soit encore, en utilisant f(0) = 0 et la croissance de la fonction «,

+ /0 ls)ds

< /0 exp(—Ks)a(s)ds

oo [

IN

—-K

e )

On en déduit finalement, en réutilisant & nouveau ’hypothése, que

e(t) t+K/

a(t) + K exp(Kt) f(t)
t

\/

o

| /\

a(t) + K exp(Kt)—=
< exp(Kt)a(t). O

(1 — exp(—Kt))

1.2 Approximation numérique

On considére maintenant un schéma & un pas pour approcher ’équation diffé-
rentielle. Pour un certain pas de temps 7 > 0, on se donne une application Fi
R x R — R? et on définit par récurrence une suite (y7),>0

y’T = Yo
(1.3)
{yfﬂ =y +TE(t" 7).

La proposition suivante permet de quantifier 1a distance entre la “solution approchée”
y2 et la “solution exacte” y(t") du systéme differentiel (1.1]), on t" = nr.

Proposition 1.3 (Convergence du schéma). Soit y la solution du systéme différentiel

(L.1) et soit (y")n>0 la suite définie par (1.3)), ou la fonction F; vérifie
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(i) (“stabilité”) : il existe une constante K > 0 telle que

V(ty1.y2) € [0,T] x (R, [|Fr(t,51) — Fr(t, o)l < K [lyn — vl (1.4)
(i) (“consistance a lordre k > 17) : il existe C > 0 telle que
t —y(t
Vt e [0,T — 7], Hy(”)y() —FT(t,y(t))H < crt, (1.5)
T
Alors,

max, Hy y(t")|| < CT exp(KT)7". (1.6)

0<n

Remarque 1.1. Noter que la notion d’ordre dépend de la solution y : pour que le
schéma, puisse étre d’ordre k, il faut en général que y soit de classe C*.

Remarque 1.2. En pratique, un schéma est défini pour une famille de pas de temps
tendant vers zéro, par exemple 7 € T := {T/k | k € N*}. Dans ce cas, pour
avoir convergence du schéma, il faut que le second membre de la majoration (|1.6)
tende vers zéro lorsque 7 — 0 : pour cela, il suffit que les constantes K et C' dans les
hypotheéses de stabilité et de consistance soient indépendantes de 7 € 7. En revanche,
ces constantes peuvent dépendre de la solution y & 'EDO (cf remarque précédente).

Démonstration. En s’inspirant de la preuve de stabilité, on pose t” = n7 et on note
E" = y(t") — y2?, la différence entre la solution de 'EDO au temps t" et la solution
approchée y", et on pose e = ||[E"||. Alors, en utilisant ||A|| — ||B]| < ||A — B||,

6n+1 o _ Hy thrl n+1H . ||y(tn) . y?”
< ™) =yt = y(t™) — o7
= Hy () = (") + TE(" y)]|

ou l'on a utilisé I'équation (L.3|) vérifie par la suite (y2) pour obtenir la deuxiéme
égalité. Ainsi,

et — e < ly(t" ) = (y(t") + TE(" y () || + I F (" y (") — TE(" )

L’hypothése de consistance d’ordre k permet de majorer le premier terme par C7++1,

tandis que la stabilité permet de majorer le second terme par 7K ||y(t") — y?| =

e". On obtient donc
n+1 n

< Ke" + CrF.

En utilisant le lemme de Gronwall discret (Lemme , avec B = C7*, on a pour
tout n tel que t, < T (soit nT < T,

E" < (E° + n7B) exp(nTK) < CT exp(KT)7". O

Lemme 1.4 (Gronwall discret). Soit (e)n>0 une suite de réels positifs vérifiant

n+1 _ _n

€ < Ke"+ B

T

Alors,
" < (Y + nTB) exp(nTK).
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Démonstration. L’inégalité peut étre mise sous la forme

" < (1+7K)e" +7B.
En divisant cette inégalité par (1 +7K)"* on a

(1+ TK)_(”+1)6"+1 <(A+7K) """+ 71B(1+ TK)_("'H)
<(1+7K) """ +71B.

En sommant cette inégalité de 0 & n — 1, et par téléscopage, on a

(1+7K)™"e" < e’ +nrB
soit en utilisant l'inégalité de convexité 1+ = < exp(x),

e" < (" +nB)(1 +7K)" < (° + n7B) exp(nTK). O

Ezemple 1.1 (Schéma d’Euler explicite). Soit F : R x R — R? une fonction continue
et verifiant (|1.2)). Le schéma d’Euler implicite pour résoudre le systéme (|1.1)) est défini
de la maniére suivante : pour 7 > 0, on construit une suite (y2) par

0

Yr =Y

{y¢+ly¢ = F(t" n) (1.7)
7yT 9

T

ou t" = n7. En d’autres termes,
yptt =yt TF (" ). (1.8)

Le schéma est donc de la forme (1.3), avec F, = Fy'P := F. On peut noter que la
premiére expression ([1.7)) peut étre vue comme 'approximation de y/(¢) par

y(t" ) —y(t")
thrl —n

~yf (") = F(t", y(t")),

tandis que la deuxiéme expression ([1.8) peut étre comprise en se rappelant que la
solution y du systéme ([L.1) vérifie

tn+1

n+1y __ n /
s =y + [ o

— (") + / F(ty(t))dt

n

~ y(t") + (T ) F (", y(t"),

ot lintégrale est approchée en utilisant la méthode des rectangles & gauche. Ce
deuxiéme point de vue est en général plus fécond, permettant d’interpréter la plupart
des schémas classiques pour les équations différentiels.

Supposons maintenant que la fonction F' soit Lipschitzienne en espace et Holde-
rienne en temps :

(8 y) = F(s, 2)[| < L(]s — t[* + [ly = =[)), (1.9)
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avec a € (0,1]. Alors, le schéma est stable, i.e. Fr' ¥ vérifie 'hypothese (1.4]) avec
K = L. Montrons la consistance du schéma :

t+71
ly(t +7) — () + TESP(ty(0) | = ] [ et rFfXP(t,yu))H

t+71
< / 1F(s,5(s)) — F&P (¢, (1) ds

t+T1
< / (Is — % + [ly(s) — w(t)])ds,

ol la deuxiéme inégalité vient de 'hypothése que F' est lipschitzienne en ses deux
variables. On note M = maxc[o 1] F'(t,y(t)), de sorte que

t
W<s<t<T, ||y<t>—y<s>|rs/ Iy (w)]| du < M1t — 3.

Ainsi,
ly(t +7) = (y(t) + TEPP(ty(0)))]| < L(rT + M7?),

et le schéma d’Euler explicite est donc d’ordre min(a, 1). Noter que la constante dans
I’hypothése de consistance (1.5 dépend de la solution, via la constante M.

1.3 Exercices

Exercice 1.1. Lemme de Gronwall, version différentielle. Soit e € C1([0,T]) et
B € LY([0,T)) vérifiant I'inégalité €' (t) < Ke(t) + B(t).
1. Démontrer que e(t) < ! (e(O) + fot e_KsB(s)ds> pour tout ¢ € [0, 7.
(Indication : poser f(t) = e Kte(t) et magjorer f'.)
2. En déduire que si 8 > 0, alors e(t) < e&? (e(O) + fot B(s)ds)
3. Redémontrer le résultat de la deuxiéme question en utilisant le Lemme [1.2

Exercice 1.2. Schéma d’Euler implicite. Soit F: RxR% — R? une fonction continue
et vérifiant (1.2). Pour 7 > 0, une suite (y!) est construite par schéma d’Euler
implicite de la maniére suivante :

v =10
{y?“yﬁ — Pyt
= s Y1 )
ol t" = nr. La seconde équation s’écrit aussi y?*! = y? + 7F(t"1 y?+1). Notons
que Vexistence (et le calcul) d’une suite vérifiant cette récurrence n’est pas évidente
a priori, et nécessite la résolution d’un probléme de point fixe.
1. [Existence] Soit z € R% et ¢t,7 € R, et soit S, : x € RY s z + 7F(t + 7, 7).
(a) Montrer que la fonction S; est contractante si 7L < 1.
(b) En déduire que, si 7L < 1, pour tout (t,2) € R x R?, il existe un unique
point noté X7 P (¢, z) vérifiant la relation

XIMP (¢ 2) = 2 4+ 7F(t+ 7, X™P(8, 2)).



CHAPITRE 1. METHODES NUMERIQUES POUR LES EDO 10

(c) Montrer que Hximp(t, 1) — XMy, ZQ)H <1/(1 —7L) |21 — 2|
On suppose dorénavant que 7 < 1/L. Le schéma d’Euler implicite est alors
défini par y" ! = X;7"P(t", y™), ou, en posant Fr P(t,x) = F(t, X;"P(t, x)),
Yt =yt TP ),

qui est de la forme attendue (1.3).

2. [Stabilité du schéma] Déduire de la question précédente que le schéma est
stable, i.e. que la fonction F; " vérifie ([1.4)).

3. [Consistance] Montrons la consistance du schéma d’Euler implicite. Pour cela,
considérons y € C1([0,T]) la solution du systéme et posons

Ni= sup |[F(t+7 Xt y)]-
te|0,7—7]

(a) Montrer que N < +oco et que Vt € [0, T—7], HXiTmp(t,y(t)) - y(t)H < Nr.

(b) On suppose maintenant que F' vérifie ’hypotheése (|1.9). Déduire des ques-
tions précédentes que

y(t) + TE™P(t,y(8) — y(t +7)|| <II(y(t) + 7F(t,y(t) —y(t +7)|
+ L7(t* 4+ NT1)

puis que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre min(1, «).

Exercice 1.3. Schéma du point du milieu. Soit F : R x R — R? continue, vérifiant
(L.2) et || F||,, < M. Le schéma du point du milieu pour un probléme de Cauchy de
la forme (L.1)) est défini par y" ! = ™ + 7 F"P (1", y?)

m T T

1. Montrer que le schéma est stable et majorer la constante K dans (1.4)).
2. Montrer que le schéma est consistant d’ordre 2 si F est de classe C2.

1.4 Correction des exercices
Correction de Uexercice 1.. 1. Si f(t) = e Kle(t), alors
F() = —Ke Kte(t) + e Kt/ (t) < e K1A(1),

ot l'inégalité vient de [’hypothése. Ainsi,

£(t) = £(0) + /0 F(s)ds < £(0) + /0 K9 5(s)ds.

K

En multipliant cette inégalité par et on trouve

t
e(t) < effte(0) + eKt/ e K55(s)ds.
0
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2.8 B>0ets>0, alors e 535(s) < B(s), soit

e entsas < [ s

3. On commence par intégrer ['inégalité dans [’hypothése :

e(t) — e(0) = /0 ¢ (s)ds < /O Ke(s) + B(s)ds,

ce qui donne

e(t) < e(0) +/0 KpB(s)ds + K/O e(s)ds = af(t) + K/o e(s)ds,

ot a(t) = e(0)+ [y B(s)ds est croissante. Le lemme de Gronwall intégral (lemme
nous donne

e(t) < effla(t) = eX(e(0) + /Sﬁ(s)ds).
0

Correction de Uexercice 2.. 1.a. On majore la constante de Lipschitz de S; en
utilisant le fait que I est L-Lipschitzienne en sa variable d’espace :

|S7(@) = S;(2)|| = ||z + TF(t + 7,2) — (z + TF(t + 7, 2")) ||
=7||Ft+T72)— Ft+T14a)|

<L Hx —a ‘

Ainsi, st TL < 1, la fonction Sy est contractante et par théoréme du point fize, elle

admet un unique point fize.
1.b. On note X7"P(t, z) l'unique point five de S, (si TL < 1). Il est caractérisé par

XIP(t, 2) = S, (XIP(t, 2)) = 2 + TF(t + 7, XUP(1, 2)).
1.c. Par définition de XiTmp, on a
XMP(t ) = 2 + TF(t + 1, X™P(t, 2;))

Ainsi, en soustrayant ’égalité pour i = 2 a celle pour i = 1, et en utilisant 'inégalité
triangulaire,
HXj_mp(t, 21) - XiTmp<t, ZQ) H
< Izt = 22| + 7||F(t + 7, XJP(t, 21)) — F(t + 7, X*P(t, 22))|
< 21 = 2ol + TL || XTP (¢, 21) — XJP (¢, 20|
Ainsi, . '
(1= 7L) || X7*P(t, 21) — XTP(t, 22) || < [l21 — 2]l

On en déduit Uinégalité souhaitée en divisant par 1 — 7L, lorsque 0 < 7L < 1.
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2. Pour montrer la stabilité du schéma, il faut montrer que la fonction Fimp oo
Lipschitzienne en sa variable d’espace :

HFﬂl'mp(t’xl> - Fimp(tva)H = HF(taXﬂl—mp(tvxl)) - F(taXﬂl—mp(t?xQ))H
< L||XIP(t,21) — XEP(t, o) |
L
<
—1—7L

|z — 22|,

ot l'on a utilisé la lipschitzit¢ de I (hypothése) pour la premicre inégalité, et celle
de X7 (Q1.c) pour la seconde inégalité. Ainsi, le schéma est stable (i.e. vérifie
Uinégalité (1.4])) pour K = L/(1 —1L).

3.a La constante N := sup,cior—q ||F(t + T, X}-mp(t,y(t)))H est bornée comme su-

prémum de la fonction continue
ts F(t+7, X7 (y(1))),

composée des fonctions continues F, XiTmp et y, sur le segment (compact) [0,T — 7).
Par définition de X;°,

X (¢ y(8)) = y(t) + TF(t 4+ 7, X2 (4, (1)),
de sorte que pour t € [0,T — 7],
5900, 4(0) (0] = 7|0+ 7, X )] < N

par définition de N.
3.b. Montrons que le schéma a au moins le méme ordre de consistance que le schéma
d’Euler explicite Fy'® = F :

ly(t) + TE™ (8, (1) — y(t + 1)
< ly(t) + TEPP(t,y(t) — y(t+ )| + 7 [[FFP (8 y(1) — FEP( ()] -
De plus,

|F (£, () — FEP(t,y(8)]| = ||F (¢ + 7, XEP(2,y(0) — Ft,y(0))]|
S L(jt 47—t + || X2 (¢, y (1) — y(t)|
< L(t* 4+ N7),

ot l'on a utilisé, dans 'ordre, la définition des schémas, hypothése sur F' (1.9)), et
la question Q3.a pour la derniére inégalité. D autre part, I’estimation de consistance
d’ordre 1 du schéma d’Euler explicite (Ea:emple nous donne

ly(t +7) = (y(&) + TFEZP(ty(O)[| < L7 + M7?)
En combinant les inégalités précédentes, on trouve
[y(t +7) = (y(t) + TEP (4, y(1)))|| < L7 + (M + N)72),

le schéma d’Euler implicite est donc également d’ordre min(1, o).



Chapitre 2

Méthode des différences finies
pour I’équation de la chaleur

L’objectif de ce chapitre et des chapitres suivants est d’introduire la méthode des
différences finies pour les équations d’évolution : équation de la chaleur et équation de
transport. On commencera par ’équation de la chaleur, principalement en dimension
1 d’espace. Cette équation modélise I’évolution de la température, notée u, dans un
domaine  C R? en fonction de la position d’espace = € Q et du temps t € [0, 7).

Notations Le domaine spatial est un ouvert borné  de R?. Etant donnée une
fonction u sur [0,7] x €, on note dyu dénote la dérivée partielle par rapport au
temps et d;u la dérivée partielle par rapport a la iéme coordonnée d’espace, 0;;u la
dérivée partielle seconde, etc. On considérera l'espace des fonctions admettant une
dérivée partielle continue en temps et des dérivées spatiales secondes continues :

C3(10,T[xQ) = {u € €°(10, T[xQ) | diu, Bju € C°(]0, T[*xQ) pour tout 4, € [1,d]},
On utilisera les notations usuelles suivantes pour le gradient et la matrice hessienne
Vu(t,z) = (Oiu(t, x))1<i<q € RY,

D?u(t, ) = (0;jult, 2))1<i j<a € Ma(R).

On rappelle enfin que le laplacien de u est défini par

Au(t,z) = Tr(D?u(t,z)) = Y Osu(t,x).

1<i<d

Définition 2.1 (Equation de la chaleur). Soit f € C?([0,T] x Q) représentant une
source de chaleur, et ug € C?(Q) représentant la distribution de température au temps
initial ¢ = 0. Une solution (forte) & l'équation de la chaleur est une fonction u €
C([0,T] x Q) NC3(]0, T[xQ) vérifiant le systéme d’équations aux dérivées partielles

Ou— Au = f dans |0, T[x
u=20 sur [0, 7] x 99 (2.1)
u = U sur {0} x

13
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Remarque 2.1 (Modélisation). L’équation peut modéliser (entre autres) I’évo-
lution de la chaleur dans un domaine 2. Décrivons briévement chacun des termes de
I’équation :

e Lorsque f = 0, la premiére équation se réécrit

ou = Au

ce qu’on appelle une équation de diffusion. Afin de comprendre le comporte-
ment de cette équation considérons I’évolution de la quantité totale de chaleur
contenue dans un sous-ensemble compact A C 2, dont le bord est régulier.
Une suite de calcul classique (qu'il n’est pas nécessaire de bien comprendre
pour suivre le reste du chapitre) donne

d/u(t,:p)dx:/atu(t,x)dm
dt Ja A
:/ Au(t,z)dx
A

:/div(Vu(t,x))d-%’

A

:/ (Vu(t,z)|na(z))dz,
0A

ou l'on a utilisé la formule Au = div(Vu) pour 'avant derniére inégalité et
la formule de la divergence pour obtenir la derniére égalité. Ainsi, la chaleur
s’échappe de A par les points = € 0A tels que (Vu(t,z)|na(z)) < 0, ce qui
correspond intuitivemnt au fait qu’au voisinage de x les points & I'intérieur de
A sont “plus chauds” que ceux a l'extérieur de A. Autrement dit, ’équation de
la chaleur tend & homogéniser la température.

e Le terme f dans le second membre de la premiére équation correspond & un
apport externe de chaleur (par exemple un radiateur).

e La condition initiale u(0,-) = ug décrit simplement la distribution de tempé-
rature au temps initial.

e La seconde équation du systéme est la plus inhabituelle : elle modélise une
“condition au bord”, prescrivant la distribution de la température au bord du
domaine 9. La condition u = 0 sur 0f) est appelée condition de Dirichlet
homogeéne. Mathématiquement, cette condition garantit 'unicité des solutions
a ’équation de la chaleur. En effet, soit u est solution du systéme auquel on a
enlevé la seconde équation,

{8tu —Au=f dans|0,T[xQ (2.2)

u=f sur {0} x Q
Alors pour toute fonction harmonique v sur Q (c’est-a-dire vérifiant Av = 0),

la fonction u+ v est également solution du systéme. Les conditions de Dirichlet
suppriment cette invariance.
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2.1 Principe du maximum et stabilité des solutions
réguliéres
On commence par montrer le principe (faible) du maximum pour des solutions
suffisamment réguliéres de I’équation (2.2)). On en déduira un résultat de stabilité,

montrant que la solution de (2.2)), si elle existe, dépend contintiment de la donnée
initiale ug et de la source f. On verra dans §2.3|une version “discréte” de ces résultats.

Proposition 2.1 (Principe du maximum). Soit u € C°([0,7] x Q) N C?(]0, T[x)
vérifiant
Oru — Au > 0 sur 0, T[xS.

Alors, en notant T = ([0,T] x 92) U {0} x Q,

min v > minu.
[0,T]xQ r

Démonstration. On notera QT =]0, T[xQ et T'T = ([0,T] x 9Q) U {0} x Q.
Etape 1. On suppose dans un premier temps que dyu— Au > 0 sur Q7 et on ChOlSlt

T’ € [0, T[. On considére (tg, o) un minimiseur de u sur ensemble compact Q'

Montrons par I’absurde que le minimiseur (o, zp) de u ne peut pas appartenlr a
Iintérieur Q7" de QT". Supposons donc que (tg, xg) € 07" est un minimiseur de u sur
I'ouvert QT/, ce qui implique que toutes ses dérivées partielles s’annulent :

6tu(t0, .%‘0) = 0
Vu(tg, z9) = 0.

L’hypothése dpu(to, xo) — Au(top,xo) > 0, nous permet d’en déduire que
Au(to,wo) = Tr(D2u(t0, xo)) < 0.

La matrice symétrique D?u(tg,zo) est diagonalisable en base orthonormée, et 'in-
égalité précédente montre que la somme des valeurs propres de strictement négative.
Il existe donc un vecteur v € R tel que

<D2u(t0, a:o)v|v> < 0.

Par développement de Taylor de u en (to,xo) dans la direction v, on en déduit

2
u(to, xo + ev) = u(to, o) + € (Vu(to, zo)|v) —|—% (D?u(to, zo)v|v) +o(e?).

=0 <0

Ceci contredit le fait que (tg, ) soit un minimiseur de u sur [0,7"] x Q. Ainsi, tout
minimiseur (tg, zo) de u doit apparentir au bord 907" du domaine spatio-temporel.

Supposons maintenant que le minimum de u soit atteint en (tg, zo) € onT \FT/,
ce qui signifie simplement que tg = T" et zg €  (faire un dessin du domaine). Pour
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tout € € [0,7"], le point (T” — €, z) appartient a Q7. La minimalité de (xg,T) nous
donne u(T — &,x0) > u(T, zp). Ainsi,

Ve € [0, T, u(to, zo) < ulto — €, x0) = ulto, o) — €dpu(to, zg) + o(e).

On en déduit que dyu(tg, zg) < 0. On peut alors suivre ligne a ligne le raisonnement
du paragraphe précédent en remplacant dyu(to, xg) = 0 par dyu(tp, zo) < 0 pour en
déduire une absurdité.

On vient donc de démontrer que le minimiseur (¢, zo) de u sur Q7+ appartient &
I'ensemble I'T" | d’ott 'on déduit

min « > min u,
=/ Tl
O r

et on obtient la conclusion souhaitée en faisant tendre T vers 7.
Etape 2. On suppose maintenant seulement d;u — Au > 0. On introduit la fonction
ue(t, x) = u(t, x) + et. Alors,

Orue(t,x) — Aug(t,x) = e + Opu(t,z) — Au(t,x) > > 0.

Ainsi,
min u. > min u,,
ﬁT FT
et on obtient 'inégalité souhaitée en passant a la limite lorsque € — 0. O

Corollaire 2.2 (Stabilité en ||.| ). Soit u € C°([0,T] x Q) NC?(]0,T[xQ) vérifiant

Ou—Au=f dans]0,T[xQ

u=0 sur [0,T] x 0
u = ug sur {0} x Q
Alors,
[ulloe < Mlwollog + T fllo (2.3)

Démonstration. L’idée est d’ajouter une fonction & w qui lui fait vérifier les hypo-
theses de la proposition précédente. Pour cela, on considere v(t, z) = u(t, )+ f|| o, t-
Cette fonction vérifie

O — Av = || fll, + 0w — Au = || f||, + f > 0.

La proposition précédente permet d’en conclude que v > minpr v. Notons que I'l' =
AUBou A=1[0,T]x0Q et B={0} xQ. Comme v =0sur A, v =t f]|, sur 4, et

minv = 0.
A
D’autre part, en utilisant v(0, ) = u(0, ) = ug,

nv = minun > — .
minv = minug > — [|ug|
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Ainsi, v > — ||ugl|, , et comme v(t,z) = u(t,x) +t| f|l,, on en déduit que

minu > — [[uol oo — T I flls -
T

En faisant le méme raisonnement avec v(t,x) = || f|| ot — u(t, x), qui vérifie

v —Av=|fll = F =0,

on obtient
—maxu =min—u > — |[uofl, = T[| fll -
Qr T
ce qui permet de conclure. ]

Corollaire 2.3 (Stabilité en ||, bis). Soient u',u* € C°([0,T]x Q)NC?(]0,T[xN)
vérifiant
ot — Aut = f° dans 0, T[xQ

u' =0 sur [0,T] x 0
u' = ug sur {0} x Q
Alors,
[t =¥ < fluo = wslloe + T 11" = £l (29)

1

Démonstration. Considérer u = u' — u? dans le corollaire précédent. O

2.2 Discrétisation par différences finies en dimension 1

Pour transformer 1’équation aux dérivées partielles de la chaleur en un
probléme de dimension finie, il faut discrétiser le domaine spatio-temporel ]0, 7] x 2.
Dans la suite, on suppose pour simplifier que d = 1 et Q = ]a, b[. On utilisera les
notations suivantes :

e N € N* le nombre de pas de temps, 7 = T/N le pas de temps, t" = nt et

I, = {t" | n e [0,N]}.

e M € N* le nombre de pas d’espace, h = (b — a)/(M + 1) le pas d’espace,
z; =a+jhet
Qp = {z;|je[0,M+1]}
Qp =A{z; |j €1, M]},
0, = {a, b}

Les ensembles 90" et Q" doivent étre compris comme le “bord” et “I’intérieur”
du domaine spatial discret Q.

e F(X) désignera ’ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur I’ensemble
X. En particulier, F(I, x ) désigne 'espace de dimension fini dans lequel
on construira les solutions discrétisées de I’équation de la chaleur.

Remarque 2.2. L’espace de fonctions F(I, x Q) est de dimension (N +1) x (M +2).
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Définition 2.2 (Laplacien discret). Le laplacien discret d’une fonction v € F(I, x
Q) en un point (t,z) € I x Qp, est défini par
v(t,x + h) —2v(t,z) + v(t,x — h)

h? '

Remarque 2.3. Nous montrerons plus tard que si v est suffisamment réguliére,

Apv(t,x) =

v(t,z + h) —2v(t,x) + v(t,z — h)
2

ce qui justifiera cette définition du laplacien discret.

= Opzv(t, ) + O(h?),

Schéma d’Euler explicite Nous sommes maintenant en mesure de décrire deux
schémas pour l’équation de la chaleur. Nous commencons par le schéma d’Euler
explicite, qui consiste a approcher le systéme d’équations (2.2) en approchant le
laplacien Av par Apv et la dérivée temporelle par
v(t+T1,2) —v(t,x
O(t,x) = ( @) = vt 2) + O(7).

T

Une fonction v € F(I; x Q) est solution du schéma d’Euler exlicite si

AR Z000)  (p)t) = ft)  pour (ta) € (T, {T) % 9,

v=20 sur 1, x 0Q,

v = up sur {0} x Q
(2.5)
Noter que ce systéme d’équations permet de construire par récurrence sur le pas de
temps la solution v : on commence par v(to, -) = up, puis on définit par récurrence
sur n € [0, N], v(t",) via

v(t", x+ h) —20(t", x) + v(t", x — h)
2

[’existence et I'unicité des solutions au systéme (2.5 en découle directement.

(" x) = vt x) + T +7f(t", x)

Schéma d’Euler implicite Nous décrivons maintenant le schéma d’Euler impli-
cite. Ce schéma provient d’une autre discrétisation de la dérivée temporelle :

v(t,z) —v(t — T,x)

Ow(t,x) = + O(7).

Une fonction v € F(I,; x Q) est solution du schéma d’Euler implicite si

v(t+T7,x) —v(t, )

- — (Ap)(t+ h,z) = f(t + h,x)  pour (t,z) € (I \ {T}) x Q
v=>0 sur 1, x 09,
v =g sur {0} x Qp,
(2.6)
A cause du caractére implicite, l’existence de solution a ce schéma n’est pas évident.
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2.3 Stabilité des schémas d’Euler explicites et implicites

Dans cette section, nous montrons qu’il existe un analogue discret du corollaire
pour les schémas d’Euler implicite et explicite. En plus de son intérét intrinséque, ce
résultat de stabilité est un des ingrédients cruciaux de la démonstration de conver-
gence de ces schémas numériques.

Proposition 2.4 (Stabilité pour Euler explicite). Soit v € F (I, x Q) une fonction
vérifiant

v(t+T1,2) —v(t,x)

— (Apv)(t,z) = f(t,x)  pour (t,z) € (I \ {T}) x Q4

-
v=20 sur Ir x OQ,
B (2.7)
ot f € F((I: \{T}) x Q). On suppose que les pas de temps et d’espace vérifient
T 1
< = 2.8
h? — 2 (28)

Alors,
[0lloo < 1000, )loe + T f | -

Remarque 2.4. 1’inégalité est appelé condition CFL, pour Courant-Friedrichs,
Lewy. Sans cette condition, le schéma d’Euler explicite pour ’équation de la chaleur
est instable, donc en pratique inutilisable. En pratique, la condition est tres
contraignante : elle nécessite que le nombre de pas de temps soit le carré du nombre
de pas d’espace!

Démonstration. Par définition du schéma (2.5)), pour tout (¢,z) € I, x Qp,

— o(t,z) + %(v(t, z —h) — 20(t, ) + v(t,x + h)) + Tf(t,x)
- (1 - 2%) (t,z) + %v(t, x—h)+ %v(t,x +h) +Tf(t, )

L’hypotheése 75 < 3 garantit que les coefficients devant v(t, z), v(t, 2 —h) et v(t,z+h)
sont tous positifs, de sorte que

ot +7.2)| < |[(1=275) + 75 + 75| It Voo + 7 1F(t,2)]

= [lo(t, Moo + 71 Fll
Ainsi, [|[v(t +7,) || < |t )]l + 7 || f]l » €t donc par récurrence, pour n < N,
[o(n7, oo < N0(0;)lloe + 77 [ flloe < 1000, )lloe + T N1l -

Le résultat s’en déduit directement. O
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Proposition 2.5 (Stabilité pour Euler implicite). Soit v € F(I; x Q) une fonction
vérifiant

i xl “UT) (o)t ) = (4 hr) V(o) € (T {T)) x 9

v=20 sur I, x 09,

(2.9)
ot f € F((I;\{0}) x Q). Alors,

0]l < 11000, oo + T 1[.f | -

Remarque 2.5. Pour le schéma d’Euler implicite, il n’y a pas de condition CFL : on
dit qu’il est inconditionellement stable. C’est un gros avantage sur le schéma d’Euler
explicite : il permet de choisir des pas de temps plus grands; le prix & payer est de
devoir résoudre un systéme linéaire a chaque pas de temps (cf exercice .

Démonstration. Comme dans le cas d’Euler explicite, nous allons démontrer que
[0t + 7, )loo < 0@ oo + 71 lloo -
Soit t € I, \ {T'} et x* € Q) un maximiseur de v(t + 7,-), i.e.

v(t+T,2%) = max v(t+ T, x).
z€Qy

Si x* € 95y, alors en utilisant la deuxiéme équation de ,
v(t+7,:) =0 < [Jolt, )l + 7 Iflloc -
Sinon, xz* € Qy, et on peut donc utiliser la premiére équation de :
v(t+T,2") =v(t,x") + TAp(t + T, 2%) + Tf(t+ T, 7).
La maximalité de z* implique que v(t + 7,2* £ h) < v(t + 7,2*), soit

v(t+ 7,2+ h) —20(t+T,2") +v(t+T1,2¥ —h)
2

Combiné & I’équation précédente, cette inégalité donne

Apv(t+71,2%) = <0.

vt +7,2") <v(t,2”) +7f(E+7,27) <ol )l + 7 1fll oo -
On a donc montré dans les deux cas possibles que

maxv(t + 7, ) = U(t + 7, .T*) < ”U(t7 )”oo +7 ||f||007

Qp

et on montre par la méme méthode que

minv(t +7,-) > —(|lo(t, Moo + 71l o)

h

d’ot on déduit que |[v(t + 7, )|l < vt )|l + 7| fllo- On peut conclure comme
dans la preuve précédente. O
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Corollaire 2.6. Le schéma d’Euler implicite admet une unique solution.

Démonstration. On considére 'application linéaire L qui envoie une fonction v €
F(1; x ) vers la fonction Lv € F(I; x ) définie par

si (t,;v) S ({0} X Qh) U (TT X th)
— (Apv)(t,x)  sinon.

v(t,
(L)t @) = § v(t,z

L —

—o(t—T1,x)

T

La proposition précédente montre directement que si Lv = 0, alors v = 0. L’applica-
tion linéaire L est donc injective, et comme son espace de départ a la méme dimension
que son espace d’arrivée, elle est bijective. On en déduit directement 1’existence et
I'unicité d’une solution au schéma . O

2.4 Consistance et convergence des schémas d’Euler

La notion de consistancem est la méme que pour les EDO (cf équation (1.5)) : il
s’agit de vérifier que la solution de 'EDP qu’on cherche & approcher est “presque”
solution du schéma.

Définition 2.3 (Consistance). Soit u € C°([0,T] x Q) N C?(]0, T[x€2) une solution
classique de I’équation de la chaleur . Les erreurs locale de consistance des
schémas explicites et implicites en la solution wu, et en un point (¢,x) €
(I \ {T}) x Qj sont définies par

u(t+T1,x) —ult,x)

€Z?T,h<tv :L') - T - (Ahu)(tv :L‘) - f(tv $), (2'10)
it pltr) = DD ZED Ny ) - S 21D

Le schéma s (s € {ee, ei}) est dit consistant en norme infinie si

Jim el =0

Le schéma est d’ordre k € N en temps et £ € N en espace en norme infinie si
s _ t k hf
Hauthoo = const(u) - (77 + h").

Proposition 2.7 (Consistance). Les schémas d’Euler explicite et implicite sont :
e d’ordre 1 en temps et en espace si u € C3([0,T] x Q)
e d’ordre 1 en temps et 2 en espace si u € C3([0,T] x Q).

Démonstration. La démonstration de la consistance d’un schéma est un exercice (par-
fois difficile) d’application de la formule de Taylor. Nous démontrons le résultat dans
le cas Euler explicite, le cas implicite se traite de la méme maniére. Pour commencer,

1. Le mot consistance est une mauvaise traduction du mot anglais consistency, qui devrait étre
traduit en francais par cohérence
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nous supposons seulement u € C3([0,T] x Q). Par la formule de Taylor-Lagrange,
pour tout (¢,z) € (I, \ {T}) x Q, il existe £&* € [0, h] tel que

h? h3
u(t,z + h) = u(t,z) + Opu(t, x)h + Orzult, m)? + Oppau(t, z + §i)€,
de sorte que

3

u(t, z+h)—2u(t, ) +u(t,z—h) = Oppu(t, ©)h*+(Opeeru(t, t+ET) —papul(t, x—i{_))g,

soit 1
|Apu(t,x) — Opgu(t, z)| < 3 | Oz tt]| o P-

De méme, par une formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 en temps, on montre qu’il
existe ¢ € [0, 7] tel que
2

u(t + 7,2) = u(t,x) + Opu(t, z)T + Ouu(t + ¢, :):)%,
s0it
u(t +7,x) — u(t, )

T

En utilisant la premiere ligne de I'équation (2.2)), f = dyu — Au, Uerreur locale de

3 P ee A A M
consistance € := € h peut se réécrire

)

1
<3 |0l o

clt,a) = WHTD UMD 0y 1)~ g0,
_ultna) Zulb®) o (Awu)(tz) — Aut, )

T

s0it
u(t+7,2) —u(t,x)

le(t, z)| <
-

— Owu| + [(Apu)(t, z) — Au(t, x)|

IA

1 1
5 ”8ttu||oo T+ 3 ”armunoo h

Ainsi, ||e|, < const(u) - (T + h) et le schéma d’Euler explicite est bien d’ordre 1 en
espace et en temps.

Lorsque u est plus réguliére en espace, u € C3([0,T] x §2), on peut pousser le
développement de Taylor & un ordre de plus en espace :

h2 h3 h4
u(t,x£h) = u(t,z) £ 0yu(t, x)h+ Oprul(t, x)? + Oprau(t, x)g + Opzazul(t, x+§i)ﬂ.
Lorsqu’on fait la somme de ces deux développements (en +h et —h), les termes
d’ordre impair s’annulent, et on obtient donc

2
Ahu(ta Jj) = 8mcu(ta $) + (arxmcu(t’ T+ f_) + a:c:(;a:xu(tv T+ €+))%a
soit

1
|Apu(t,x) — Opgu(t, z)| < 7 | Ozt o h2.

Ainsi, dans ce cas le schéma est d’ordre 2 en espace et toujours 1 en temps. O
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Théoréme 2.8 (Convergence). Soit u € C°([0,T] x Q) N C2(]0, T[xQ) une solution
classique de l'équation de la chaleur. Soit v® une solution du schéma d’Euler implicite
(2.6) et soitt = u‘ﬁxﬂh la restriction de la solution exacte a la grille discréte. Alors,

|

Soit v°¢ une solution du schéma d’Euler explicite (2.5)). Si la condition CFL (2.8)) est
vérifiée, alors

. ei” < const(u) - (t+h)  siueC3(0,T]xQ
U —v —_
7 | const(u) - (T +h%) siu€C5(0,T] xQ

i — v < const(u) - (T +h)  siueC3(0,T]xQ
U —v —
7 \const(u) - (T +h?) siu€Cy([0,T] x Q

Remarque 2.6. Ce théoréme est un cas particulier du théoréme de Lax-Richtmyers,
qui dit que si un schéma numérique pour une EDP linéaire est stable et consistant,
alors il est convergent.

Démonstration. La démonstration des deux énoncés est similaire, nous ne ferons
donc que la démonstration dans le cas Euler implicite. On fixe 7,h > 0 et on note
e(t,z) = ey rn(z,t) Verreur de consistance locale définie dans I'équation (2.11]). Alors,
par définition, pour tout (t,z) € (I, \ {T'}) X Qp,

u(t+ 7,2) — u(t, )

— (Apu)(t+ h,x) = f(t+ h,x) + e(t, x)

De plus, par définition du schéma, on sait que

vt + 7, 2) — vei(t, 1)
T

— (AR (t+ h,x) = f(t + h,2)

En posant w = u — v® et en soustrayant la deuxiéme équation & la premiére, on voit
que w vérifie

mE x) “BT) (At + hw) = e(t2) pour (t2) € (T \ {T)) x O

w=0 sur 1, x 0,

Comme le schéma d’Euler implicite est stable (proposition 2.5, et que w(0,-) =
ug — ug = 0, on en déduit

[wlloe < 1w(0,)loe + T llelloe = T llello -
Enfin, en utilisant la consistance du schéma d’Euler implicite (proposition , on a
el < comnst(uw) - (7% + hY).
avec (k,0) = (1,1) siu € C3([0,T] x Q) et (k,£) = (1,2) si u € C3([0,T] x Q). Ainsi,

u— v < Tconst(* + hY). O
| oo ( )
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2.5 Stabilité et convergence en norme L2

La stabilité en norme infinie est une condition trés forte, qui n’est satisfaite
que par un petit nombre de schémas. Dans cette section, nous montrons comment
obtenir de la stabilité, et en déduire la convergence de schémas, pour une norme
de type L2. Cette partie sera un peu moins formalisée (i.e. on n’introduira pas de
nouvelle définition).

Comme dans la partie précédente, on montre d’abord la stabilité dans le cas
continu pour montrer la similarité entre ce cas et le cas discret.

Proposition 2.9 (Stabilité L2, cas continu). Soit u € C3([0,T] x Q) une solution
classique de 'équation de la chaleur (2.2)). Alors,

t
lult, Nz < 100, ) [z +/O L7 (s )2 () ds-

Démonstration. Posons E(t) = [ou(t,z)*dt. Alors,
E'(t) = d/ u(t, z)%dz
at Jo
= 2/ u(t, z)Opu(t, x)dx
Q
=2 [ u(t.o)(F(t.2) + Bult, )z
Q
On utilise la formule de Stokes et u = 0 sur 9€) pour obtenir

/QuAu:/Qudiv(vu):—/Q<ww>+/m<wung> <0
Joo

=0

soit
E'(t) < 2Qu(t, )| f(t )z < 2 ult, )z 1 E ) 2@ -

Alinsi, si on pose pour € > 0,

Ee(t) = \Je + [u(t, ) [P0y = Ve + B,
alors

) E'(t) 2 flult, )iz
EL(t) = < 1FCt ey < 17 ey -
2B:(t) o, [+ [lult, ) o e He

a@s&@+lwm»m@@

On obtient la proposition en prenant la limite lorsque € — 0. O

Ainsi,
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Pour étudier la stabilite L2 dans le cas discret, nous utiliserons le théoréeme de
Gershgorin-Hadamard. Ce théoréme montre que le spectre d’une matriceq A est
inclus dans une union de boules centrées en les éléments diagonaux de A. Clest
un résultat trés utile pour localiser grossiérement et trés rapidement le spectre d’une
matrice (il permet par exemple souvent de voir si la matrice est positive ou négative).

Théoréme 2.10 (Gerschgorin-Hadamard). Soit A € M, (R) une matrice carrée.
Alors, pour toute valeur propre A (réelle ou compleze) de A,

i € [1,n], tg A= aiiol < Y aigl-
ielLal\fio}

Démonstration. Soit A € R une valeur propre de A et v € R™\ {0} le vecteur propre
associé. Soit ig € {1,...,n} l'indice de la coordonnée de A la plus grande en module
(i-e. |viy| = max;ey ) [vi]). Alors, comme Av = A,

Xvig = [Av];, = aig igUip + Y _ igivi,
ii0

soit

()‘ - aimi())vio = E Qip,iVi-

1<ig

En passant au module, on obtient

N = @igio| [0ig] = | D tigavi| <D laigal loil < | D laigal | vl

i#io 1#10 1710

Comme |v;,| # 0 (sinon v serait nul), on en déduit que X est contenu dans la boule
centrée en a;, ;, et de rayon Z#io |@ig il O

Corollaire 2.11. Soit Ay, € M (R) la matrice tridiagonale carrée

2 1 0
12 1
Ah:% 0 . o (2.12)
1 -2 1
0 1 -2

Alors, Ay, est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans l'intervalle [—}%, 0[.

Démonstration. La matrice Ay est symétrique, donc diagonalisable en base orthonor-
mée. Par le théoréme de Gerschgorin-Hadamard, les valeurs propres de A sont toutes
incluses dans la boule B(—2,2) = [—4,0]. Ainsi, A est symétrique négative; il reste
a montrer que 0 n’est pas valeur propre, c¢’est-a-dire que KerA = {0} (exercice). [
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Nous énoncons maintenant un résultat de stabilité L? pour le schéma d’Euler
explicite, dans le cas 1-dimensionnel. On réutilise toutes les notations des sections
précédente. On considére de plus la norme suivante sur F'(€,) :

1/2

[olly = | b Y v()?

IEﬁh

Proposition 2.12 (Stabilité L? pour Euler explicite). Soit v € F(I,; x ) une
fonction vérifiant

v(t = w’i)' = U<t’ x) - (Ahv)(t, ZL‘) = f(t,$) pour (tv ZE) S (T"' \ {T}) X Qh

v=0 sur I, x O,

(2.13)
ot f € F((I;\ {T}) x Q). On suppose la condition CFL [2.8)) satisfaite. Alors,

lott, Mg, < 100 lgp+7 D2 1F )y,

s€[0,t[NI -

Démonstration. Comme dans Uexercice 2.2 on définit V" = (v(t", 5))1<j<n, F™ =
ft™ zi)1<j<mr et Up = (ug(z?))1<j<ps. Alors, VO =Uj et

Vi = (Id+ 7AR)V" + 7F",

ou Ay est la matrice du laplacien définie dans . Par le corollaire du théoreme
de Gerschgorin-Hadamard, les valeurs propres de Ay, sont dans [—4,0[, donc celles
de la matrices By, = Idpys + 7Aj sont contenues dans U'intervalle [1 — 475, 1[. Ainsi,
si 475 < 2, les valeurs propres de Bj, appartiennent & l'intervalle [—1, 1]. Comme B},
est symétrique, on en déduit que la norme d’opérateur de By, induite par la norme
Euclidienne, est plus petite que 1. Ainsi,

VP = 1A+ 7 AV + 7 F" | < (V) + 7 | F]
et par récurrence on obtient

V< VO +7 > IF™I

0<m<n-—1

qui donne exactement l'inégalité voulue en multipliant tout par v/h. O

La démonstration de convergence pour la norme ||.||,; fonctionne exactement
comme pour la démonstration de convergence en norme infinie (Théoréme , nous
ne la faisons donc pas. L’exercice montre la stabilité, consistance et convergence
en norme |||, du schéma de Crank-Nicolson.
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2.6 Exercices

Exercice 2.1. Modélisation. Faire les calculs de la remarque dans le cas d = 1,
en prenant A = [a, b].

Exercice 2.2. Formulation matricielle des schémas d’Euler. Soit v € F(I; x Qy),
et définissons V" = (’U(tn,l‘j))lngM,Fn = f(tn,ZEj)lngM. et U() = (ug(l‘j))lngM.
Noter que V™ est de dimension M et pas M 42 (on a oublié les valeurs de v sur 92,
car elles sont nulles par hypothése). Soit enfin Ay la matrice tridiagonale carrée

2 1 0
1 -2 1
1
Ah—ﬁo 0
1 -2 1
0 1 -2

1. Montrer que le schéma d’Euler explicite (2.5)) peut étre reformulé en

VO =1,
yrtl = (IdM —i—TAh) VvV 4+ rF™.

2. De méme, montrer que le schéma d’Euler implicite (2.6 s’écrit récurrence

VO =0,
(Idyr — 7AR) V' = (V7 4 7F7HD),

3. Démontrer que

M-1
W (VIAV) = VP = Vig = > (Vip = Vi)™
=1

En déduire que la matrice Ay est définie négative, puis que Idys + 7Aj, est
définie positive donc inversible. Conclure le schéma d’Euler implicite admet
une unique solution.

Exercice 2.3. Principe du mazimum pour Euler explicite. Soit (7,h) des pas de
temps et d’espace vérifiant I'inégalité (2.8). On considére une fonction v € F (1, xQy,)
vérifiant

v(t+T1,2) —v(t,x)

V(t,z) € I, \ {T} x Q, — Apv(t,z) <0. (2.14)

1. Dans cette question, on suppose que le maximum de v est atteint en un point

(t", ") € (I \ {0}) x .
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a) Montrer que

T

2

Yt* —7,2%) +%v(t* 2t —h)+ %v(t* — 2t —h),

o(t*, %) < (1-2
puis que v(t* — 1, 2%) = v(t*, x¥).
b) En déduire que v(t*,2*) = v(0,2*), puis que v atteint son maximum en
un point de {0} x Q.
2. Montrer que pour toute fonction v vérifiant 'hypothése (mais pas neé-
cessairement celle de la question précédente),

max v = _ max v
T ({0xQ@n)U((TA{THx00)

Le but du prochain exercice est d’établir un analogue discret du principe du mazimum
fort, qui affirme que si Opv — Av < 0 dans |0, T[xQ el si v atteint son mazimum en
un point de 10,T] x Q, alors v est constante.

Exercice 2.4. Principe du mazimum pour Euler implicite. Soit v € F(I, x ;) une
fonction vérifiant

v(t+T1,2) —v(t,x)

V(t,z) € (I, \ {T} x Q), —Apv(t+71,2) <0.  (2.15)

On suppose que le maximum de v est atteint en un point
(t",2%) € (I \ {0}) x Q.

1. Montrer que Apv(t*,2*) < 0 et que w > 0.
2. En utilisant le schéma, en déduire que v(t*,z* £ h) = v(t* — 7, 2*) = v(t*, x*).

3. Conclure que v est constante sur {0,7,27,...,t*} x Qy,, égale a v(t*, z*).

Exercice 2.5. Exzemple d’instabilité du schéma d’Euler explicite. Dans cet exercice,
on suppose que M est impair. On définit

ug(a;) = sin(Gj),

de sorte que les valeurs de u sont 0,1,0,—1,...,0. Soit v la solution de (2.5]).
1. Calculer explicitement v(¢",-) en fonction de v(t%,-) = ug.
2. En déduire que si 75 > 1, alors limy, . [[0(t", )

oo = o0

Exercice 2.6. Discrétisation d’ordre 4 du laplacien. Etant donnée u € C(I), I un
segment et z € R tel que [x — 2h, z + 2h] C I, on pose

—u(x + 2h) 4+ 16u(x + h) — 30u(x) + 16u(x — h) — u(x — 2h)
12h2

As pu(z) =

1. Montrer que
[u"(z) — As pu(z)| < C Hu(ﬁ)H ht, (2.16)

ou C est une constante universelle.
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2. Montrer que 'unique laplacien discret A défini par une formule de la forme

cu(x + 2h) + bu(x 4+ h) + au(z) + bu(z — h) + cu(x — 2h)
h? ’

Apu(z) =

ot a,b,c € R et vérifiant (2.16) pour toute fonction u € CO(I) doit étre égal &
As p.

Exercice 2.7. Schéma de Crank-Nicolson. On s’intéresse a la résolution de I'équa-
tion de la chaleur (2.2) dans le cas f = 0. Une fonction v € F(I; x ) est solution
du schéma de Crank-Nicholson si

WEAT2) 200D 4 (At x) + (At + 7] =0 pour (1) € (T \ {T}) x
v=0 sur 1, x 0Q,
v = up sur {0} x Qy,
(2.17)
1. On note V" le vecteur (v(tn,x;))jeq,m] € RM. Montrer que le schéma de
Crank-Nicolson peut étre écrit sous forme matricielle (ou le laplacien discret

Ap, est défini dans (2.12))

Vo = (up(z1), ..., uo(xar)),
(Idar — ZAR) VT = (Idps + FAR)V"

2. Montrer que (Idys — §Ay) est inversible, puis calculer les valeurs propres de la
matrice By, = (Idyr — %Ah)_l(IdM + 5 Ap) en fonction de celles de Ay,

3. Montrer que la norme de By est majorée par 1
(Indication : passer par le rayon spectral.)

4. Stabilité Soit (W"),cfo,n] et (€")neo,n—1] des vecteurs de RM vérifiant

w0 =0
(dp — ZAR)W™H = (Idpy + ZAR)W™ + €™ pour n € [0,N — 1]

Montrer 'inégalité de stabilité

VneLa], W< > H&H (2.18)
ke[0,n—1]

5. Consistance Soit u € C3([0,7] x Q) une solution de 1'équation de la chaleur
(2.2) avec f = 0. L’erreur de consistance locale de Crank-Nicolson est

u(t+7,2) —ult,z) % [(Apu)(t, @) + (Apu)(t +7,2)].

(b 2) = :

a) Montrer que )w — Owu(t + %,a:)‘ = 0O(72).

~
(Indication : les développements limités doivent étre au point (t + 5, x).)
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b) En utilisant I'inégalité ||Au(z,t) — Apu(x,t)|| < const(u)-h vue en cours,
montrer que

|3 (8w t0) + @)+ )] = due+ 3| = O+ 72

2

c¢) En déduire la majoration suivante de I'erreur de consistance ¢ = &% :
vt eI, |le(t, )]y < const(u)- (7% + h). (2.19)

6. Conwvergence On garde les hypothéses de la question précédente et on note
o« Un = (u(t",75))jep,m € RM ou u est solution C* de avec [ =0,
o V"= (v(t", z;))jep,my € RM, ot v est solution du schéma (2.17)),
o W =0U"—V" lerreur de convergence,
e " = (e(t",7)))jeqi,m) l'erreur de consistance.

a) Montrer que (Idpy — FAp) W™ = (Idpy + JAR)W™ + €™ et WO = 0.
b) Déduire de (2.18)) et (2.19) que

Ve e Ty, ult) = o(t, )|y, < const(u) - (7 + D).

Remarque : on peut en fait montrer que l’erreur de consistance est en O(72 + h?);
c’est un avantage du schéma de Crank-Nicolson sur Fuler implicite.

2.7 Correction des exercices

Correction de Uezercice[2.3,. 1. a. I suffit de réécrire linégalité ([2.15)) en (t,z) =
(7" — 7,2%). La condition CFL garantit que les coefficients devant v(t* — 7,2%) et
v(t* — 1,2" £ h) sont positifs. Comme (t*,x*) est le mazimum de v, chacun de ces
termes est magjoré par v(t*,x*). Autrement dit,

v(t ,x)§(1—2ﬁ)v(t -7,z )—|—ﬁv(t -7,z —h)—%—ﬁv(t — 7,2 —h)
T T

T k *
:u—%9+ﬁ+ﬁﬁ@@)

=ou(t", x¥)

Ainsi, les trois inégalités v(t* — 7,2*) < v(t*,2*) et v(t* £ 7,2%) < v(t*,z*) sont en
fait des égalités, et en particulier v(t* — 1,2%) = v(t*,x*). 1.b. Par récurrence, on
en déduit que v(t*,x*) = v(t* — nT) pour tout n < t*/7, donc v(t*, x*) = v(t?, 2*).
Ainsi,

max v = v(t*, z*) = v(t°, z¥),

I+ xQp

et v atteint donc son mazimum en (t°,2*) € {0} x Q.
2. Soit v vérifiant (2.15)) et (t*,x*) un mazimiseur de v. Si (t*, x*) vérifie ’hypothese
de la question 1, le mazimum de v est atteint en {0} X Qp par 1.b., et Uaffirmation
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de la question 2. est donc vrai. Si (t*,x*) ne vérifie pas Uhypothése de la question 1,

alors
(t",27) € (Ir x Qp) \ ((I7 \ {0}) x Q2p)
= ({0} x Qn) U (I \ {T}) x 9),

et v atteint aussi son mazimum sur {0} x Q) U (I \ {T}) x 9Q4).
Correction de l’exercice . 1. Un calcul direct montre que pour tout x € Qy,,

o(t!,z) = @—Qﬁ)owy

de sorte que
ot z) = (1—2m)1ﬁuy

2. 8i 7z > 1, alors (1 — 255) < —1, ce qui implique

o, Moo = [1 = 25| 6] 22 oo,

Correction de exercice [2.6 Il suffit d’écrire le développement a lordre 6 de
u(z + h) et u(x £ 2h) il existe & € [0,h] et ¢ € [0,2h] tels que

w(ath) = ()l (@ hid (@) () D (@) 4 (@) 7 ) ety
2 6 24 120 720
4h? 8h? 16h* 64h° 256h0
_ / 1 L) (4) (5) () 04” +
u(z+2h) = u(x)tu' (x)h+u" (z) 5 +u'? () — 5 +u'™ () 54 ++u' (z) 120 +u(® (z4¢H) 0

On considére des coefficients a,b,c € R et une discrétisation de la forme A, défini
dans la deuziéme question. Ainsi, en remarquant que les termes en h,h3,h® s’an-
nulent, on obtient

2 4
REApu(z) = (2a + 2b + c)u(x) + %(26 + 8c)u(z) + %(21) + 32¢)u® + O(hY)

Pour que la discrétisation soit d’ordre 4, il faut et il suffit que

2c+2b+a=0
b+4c=1
b+16c=0

soit —12¢ =1, c= —12, b= —16¢c = E eta=—2c+2b= @

Correction de exercice . 2. L mverszbzlzte de la matmce Idy — 5AR a déja
été montrée dans l’exercice (Ses valeurs propres sont de la forme 1 — X\, ou A est
une valeur propre de Ay, donc négative). En raisonnant dans une base diagonalisant
Ay, on voit facilement que toute valeur propre de By, est de la forme

1+ 2A
1— 2\
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ot \ est une valeur propre de Ap,.
3. On se sert de la question précédente pour calculer la norme maltricielle de By, via
le rayon spectral :
| Bl = max{|u| | 1 € Spec(Bn)}
— max {f(\) | A € Spec(4;)}

ot l'on a posé f(\) = }f%; Comme f est croissante, on en déduit f(t) < f(0) =
2

1 pour t < 0. D’autre part, limy_,_o f(t) = —1. Ainsi, f(\) € [-1,1] pour X €
Spec(Ayp,) C [—4,0], on conclut que

Bl = <1.
| Bl Sprenc?gh)\fl_

4. Calculons la norme de Wt :

(W = | B + (1das = Z4n) e

n T - n
< 1Bl W7 + || 1dar = Z40) 7|1l
< W™+l

Le résultat s’en déduit directement en prenant sommant ces inégalités.



Chapitre 3

Méthode des différences finies
pour 1’équation de transport

Dans ce court chapitre, on s’intéresse a ’équation de transport, aussi appelée
équation de convection. Cette équation modélise un phénoméne physique de trans-
port d'une quantité (particules, énergie) par un champ de vecteurs. Pour éviter les
difficultés 1ié au bord du domaine nous travaillerons dans un domaine périodique.

Définition 3.1 (Fonctions périodiques). Une fonction f sur R? est Z%-périodique si
Ve e REVz € 24, f(z + 2) = f(x).

Remarque 3.1. De maniére équivalente, une fonction Z? périodique peut étre vue
comme une fonction sur le tore d-dimensionel T¢ := R?/Z¢. Une fonction f : R — R
Z%-peériodique est uniquement définie par sa restriction a [0, 1[d.

On notera
CH(T4,RY) = {f € C*(RY, RY) | f est Z — périodique}.

Définition 3.2 (Equation de transport). Une fonction u € C*([0, T]xT%) est solution
classique de ’équation de transport si

{8tu(t,x)+<b($)|vu(ta$)>:f(t>$) pour (f,2) € [0, T xT* 5 ),

u(0,-) = ug

oil up € C*(T?) est la condition initiale et b € C*(T¢, R?) est un champ de vecteurs.

3.1 Existence et unicité des solutions réguliéres

Pour construire une solution réguliére & I’équation de transport, nous utiliserons
le flot du champ de vecteurs b.

Proposition 3.1 (Flot associé¢ & un champ de vecteurs). Soit b € C'(T¢,R?). Alors,
il existe une unique application X : R x R* — R? vérifiant

33
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(i) O X (t,x) = b(X(t,x)) pour tout (t,z) € R x R?;
(ii) X € C*(R x R4, RY) ;
(iii) X(t, X (s,2)) = X(t + s,2) pour tout (t,s,2) ER x R x R¢;
i) pour tout t e R, Xy : x € RE— X (¢, 2) € R est un difféomorphisme ;
(i) p ; : P ;
(v) pour tout (z,2) ER X Z ett € R, X(t,x + 2) = X(t,2) + 2.
En particulier, X passe au quotient et définit une application X € Cl(R X ']I‘d,']Td).

Démonstration. Avant toute chose, notons que comme la différentielle de b est Z%
périodique, et comme b € CH(RY), supga ||Dsb|| < maxg qj¢ || Db == M < +oo.
Ainsi, la fonction b est Lipschitzienne. Par théoréme de Cauchy-Lipschitz (global),
on en déduit que pour tout 2 € R? il existe une unique courbe v, € C'(R) solution

du probléme de Cauchy
{%(0) —
N (x) = b(7a(t)).

On définit alors X (¢, ) = v,(t). La fonction X admet une dérivée partielle temporelle
et vérifie bien (i) par construction.
(iii) Soit z € R?, et 5,¢ € R. On pose y = v,(s). Soit v : t € R = y,(s+1). Alors,

7(0) =y
V(1) = Y55+ ) = b(va(s + ) = b(v(t))
par unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que v = vy,. Ainsi,
X(ty) =v(t) =) = (s +t) = X(t + 5, 2).

Le point (v) se démontrer de la méme maniére (prendre y = x + z et utiliser la
périodicité du champ de vecteur).

(ii) Pour montrer que X est différentiable en la variable d’espace, nous allons
dans un premier temps essayer de “deviner” la formule pour la matrice jacobienne

Z(t,x) =Dy X(t,x) = (Or; Xi(t, 7))1<ij<a € Ma(R).
En supposant que les dérivées partielles commutent, on trouve
0:Z(t,x) = 0D, X (t, ) = D,;0: X (¢, x).
Or, 0 X (t,z) = b(X (t,x)), et par dérivation de fonctions composées on trouve
0 Z(t,x) = Dyb(X(t,2))D, X (t,z) = D b(X (t,x))Z(t, x).

Ainsi, pour tout z € R%, la courbe z, : t — Z(-,x) € My(R) vérifie le systéme
d’équations différentielles ordinaires

20 (1) = Dab(X (t,x)) 2. (t) =: Fu(t, 22(t))
2:(0) = Idg.

ou Fy(t,z) = Db(X(t,x))z est linéaire en z et lipschitzienne car ||D,b|| < M. On en
déduit par Cauchy-Lipschitz I’existence d’une courbe z, € C!(R) vérifiant le systéme
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précédent, puis d'une fonction Z : RxR? — My(R) admettant des dérivées partielles
temporelles, et vérifiant

OZ(t,x) = Dob(X(t,2))Z(t,x) VY(t,r) € R x R?
Z(0,z) = Idg. Vr € R?

Cette fonction Z étant maintenant construite, nous allons maintenant démontrer que
X(t,-) est différentiable en et que D, X (t,-) = Z(t,). Pour cela, il faut montrer que
| X(t,x+h) — (X(t,x) + Z(t,x)h)|| = o(h) pour h € R%. Posons

g9(t) = | X &,z + h) — (X(t,2) + Z(t,2)h)|| .
Nous allons contréler g en utilisant le lemme de Gronwall. Comme

X(t,x) = X(0,2) + [ %X (s,2)ds = z + [1 b(X(s,))ds,
X(t,x+h)=a+h+ [3b(X(s,x+h))ds, :
Z(t,x) = Z(0,2) + [y 0 Z(s,x)ds = Idg + [ Dub(X (s,2))Z(s,x)ds.

on en déduit que
g(t) = | X(t,z + ) — (X(t,z) + Z(t,z)h)||

x4+ h—(x+1dgh) + /Ot(b(X(s, x+h)) — (b(X(s,z)) +D,b(X(s,x))Z(s,x)h)ds

< /0 |6(X (s, 2+ h)) — (b(X(s,x)) +Dgb(X(s,x))Z(s,z)h)| ds

On remarque de plus que

b(X(s,xz+h)) =bX(s,z)+ (X(s,z+h)— X(s,2)))
=b(X(s,2)) +Dyb(X(s,2))(X(s,x 4+ h) — X(s,2)) +o(|| X (s, 2 + h) — X(s,2)|]).

Par l'inégalité de stabilité X (s,z+h) — X(s,z)|| < eMsl||n|, le terme de reste
dans Pégalité précédente est o(|| X (s,z + h) — X (s, z)||) = eM*lo(h). Ainsi,

g(t) < /O IDb(X (s, 2))(X(s,z + h) — X(s,x) — Z(s,2)h)||ds + " Mto(h)

< |Dub, /0 g(s)ds + (1) - ofh)

1. Démonstration de cette inégalité : poser e(s) = % || X(s,z +h) — X s,z)||. Alors

€'(5) = (0: X (s,x + h) — X (s,2)| X (s, + h) — X(s,x))
= (b(X(s,z+h)) —b(X(s,z+ h))|X(s,z+ h) — X(s,z))
< M| X(s,z+h) — X(s,2)||* = 2Me(s)
ou l'inégalité vient du fait que b est M-Lipschitzienne combinée a Cauchy-Schwarz. Par le lemme

de Gronwall différentiel (exercice du premier chapitre), on en déduit e(t) < e*MItle(0), soit
exactement | X (s,z + k) — X (s, z)| < eMI*!||n].



CHAPITRE 3. METHODE DES DIFFERENCES FINIES POUR L’EQUATION
DE TRANSPORT 36

Ainsi, par lemme de Gronwall (Lemme [1.2),
9(t) < exp(||[Dabll o [t]) [£] - o(h) = o(h),

soit exactement || X(t,x 4+ h) — (X (t,z)+ Z(t,x)h)|| = g(t) = o(h). Ceci montre
que X (t,-) est différentiable et que D, X (t,-) = Z(t,z). Enfin, la fonction Z est
continueE], de sorte que que X admet des dérivées partielles spatiales continues.
Comme 0; X (t,z) = b(X (t,)) existe et est aussi continue, X € C'(R x R¢,RY).
(iv) On sait que X; : x — X(t,z) € C*(R?) par (iii). Comme de plus par (ii),
X;0X_ 4 = Xop =id, on en déduit que X; est une bijection, dont I'inverse X_; est
de classe C'. Ainsi, X; est un diffeomorphisme. O

Théoréme 3.2 (Existence et stabilite). Si ug € C1(T?) et si b € C1(T,RY), I’équa-
tion de transport (3.1)) admet une unique solution régulicre u € C'(R x T9), définie
par la formule

t
u(t,x) = uo(X(—t,x)) +/ f(s, X (s —t,x))ds.
0
En particulier, sur [0,T] x T¢,

[ulloe < Nluolloe + T 11 flloo -

Remarque 3.2 (Interprétation des solutions). La formule permet de bien com-
prendre la solution de I’équation de transport :

e la valeur ug(x) est transportée le long du chemin t — X (¢, x).

e le long de chemin, la masse créee par la source f est accumulée, donnant le

terme [ f(s, X(s,t))ds.

Remarque 3.3 (Champs de vecteurs plus généraux). On s’est placé dans le cas le
plus simple, & savoir celui ou b est suffisamment régulier (globalement Lipschitz)
pour avoir existence et unicité des trajectoires de 'EDO ¢y’ = b(y). 1l existe de
nombreuses situations intéressantes oil ¢a n’est pas le cas, notamment lorsque le
champ de vecteurs dépend de la solution.

Démonstration. On commence par I'unicité : soit u € C*(R x T%) une solution clas-
sique de 'équation de transport (3.1). Alors,

%u(t, X(t,x)) = Opu(t, X (t,x)) + (Vyu(t, X (t,2))|0: X (t, z))
= Opu(t, X (t,x)) + (Vyu(t, X (t,2))|b(X (t,x))) = f(t, X (¢, x)).

On en déduit que
t
u(t, X (t,2)) = (0, X (0,2)) + / £(s, X (s,2))ds
0

= up(x) —i—/o f(s, X (s,x))ds. (3.2)

2. Exercice : pour le démontrer, utiliser la Proposition
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En utilisant la formule X (s, X(—t,z)) = X(s — t,z), qui provient de la proposition
précédente, on obtient
t
ult ) = u(t, X(6, X (~4,2)) = wa(X(~t.) + [ 15, X (. X (t.2))ds.
—_——
0 =X(s—t,z)

Réciproquement, on vérifie que la fonction u définie de cette maniére est de classe
C! comme composée de fonction C'. De plus,

Owu(t, ) = <Vu0(X(—t,x))\—@tX(—t,m»—i—f(t,a:)—/o (Vaf(s,X(s—t,x))|0: X (s—t,x))ds

Oz u(t, x) = (Vuo(X (—t, )]0z, X (—t,2)) + /0 (Vof(s,X(s—t,2))|0, X (s —t,x)),
ou 8ij = (8iji)1§iSd € R, Ainsi,
Owu(t, ) + (b(z)|Vu(t, z))
= f(t:2) + (Vuo(X (=t,2))] = X (~t,2) + 3 bj(2)De, X (1, 7))

—l—/t(fo(s,X(s—t,:E))]—@t (s —t,x +Zb )0z, X (s —t,x))ds
0

Pour montrer que le second membre de cette égalité est égal a f(¢,x), il suffit donc
de démontrer que pour tout u € R,

-0 X u:c+Zb )0, X (u,z) =0

En dérivant la relation X (u,y) = X (u —t, X(u +t,y)) par rapport a ¢, on a
0=—0iX(u—t,X(t,y)) + > 0u; X(u—t,X(u+1,y)) - 0 X;(u—1t, X (u+1,y))
J
= =0 X (u—1t, X (u+t,9) + Y bj(X(u+1,9)0, X (u—t, X(u+t,y)),
J

en prenant t = 0, et en posant y = X (—u, z) ou de maniére équivalente z = X (u, y),

0=—0,X;(u,z) + > (VX;(u,2)[b;(x)).
J
Ainsi, Oyu + (b|Vu) = 0 et u est bien solution de (3.1)). O

3.2 Schéma décentré amont pour 1I’équation de transport

Dans cette section, on s’intéresse a I’équation de transport en dimension 1, sur
[0, 7] x T. On supposera toujours que le champ de vecteur b appartient a C*(T,R).
Pour un nombre de pas de temps N € N* et un nombre de pas d’espace M € N*, on
définit
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e 7 =T/N le pas de temps, t" = nr et I, = {t" | n € [0, N]}.

o h=1/M le pas d’espace, x; = jh et Ty, = hZ/Z ~; {x; | j € [1, M]}.
Comme précédemment, F(I, x Tj) ~ RV+HDXM designe 'espace de dimension finie
dans lequel on construira les solutions de I'équation de transport discrétisées. On
considérera dans le cours un unique schéma, appelé schéma décentré amont. Le nom
de ce schéma est dt & la maniére dont la dérivée spatiale g—;(t, x) est discrétisée :

e Sib(z) > 0, on utilise une différence finie & gauche

ou _ult,z) —u(t,x — h)

e Sib(z) <0, on utilise une différence finie & droite

ou _ult,z+h) —u(t,x)

Définition 3.3 (Schéma décentré amont). Une fonction v € F(I,; x T},) est solution
du schéma décentré amont si
v(t,x) —v(t,z — h)

UHTT) 0 (b2) | () — f(t,x) Y(t,x) € T\ {T} x Tj, tq b(z) <0

| (t,z+ h})L (t,x)
v(tJrT,a:ﬂ)_fv(t,x) + b($) v\L, T , v(t, T
v(0,-) = ug

= f(t,z) V(t,z) € I, \{T} x T tq b(x) >0

(3.3)

Proposition 3.3 (Stabilité). Le schéma décentré amont (3.3) est stable en norme
infinie sous la condition CFL ||b|| ., 7 <1 : si v vérifie (3.3), alors

1]l < w0l + T [ flloo

Démonstration. Soit  tel que b(z) < 0, et posons A(z) = —7b(x) > 0. Notons que
la condition CFL montre que 0 < A(z) < 1. Alors,

v(t+T,2) =v(t,z)+ %b(:ﬁ)(v(t,x) —ov(t,x —h) +1f(t,x)
=(1—-Xax)v(t,z) + Nx)v(t,z —h) +Tf(t,x)
< ot oo + 71 o

De méme, on peut montrer que

v(t+72) = (ot oo + 7 I1FE)lo)-

On obtient les mémes majorations en z tel que b(x) > 0 en posant A(x) = 7b(x) €
[0,1]. Ainsi,
[o(t+ 75 Moo < N0t o + 7)o -

L’estimation de stabilité se déduit alors d’une simple récurrence. O
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Proposition 3.4 (Consistance). Le schéma décentré amont (3.3)) est consistant et
d’ordre 1 en temps et en espace : si u est solution de ’équation de transport (3.1)) et
siu € C?*(R x T), alors la fonction ey rp 2 I \{T} x Ty, = R définie par

stera)utta) 4 gD ZUETZR) ) > 0

€u,7—,h(x7t) = - ’
ueer)uita) |y U0T T hf)L D) it sib(e) <0

vérifie ||yl < const(u)- (7 +h).

Démonstration. Lalssée en exercice. OJ

Corollaire 3.5 (Convergence). Supposons que l'équation de transport (3.1) admette
une solution u € C2(R x T). Alors, si v est solution du schéma décentré amont (3.3)),

Huhx?rh - UH < const(u) - (7 + h).

Démonstration. Par définition de l'erreur de consistance e, rp, la fonction 4 =
“’Lxﬂrh est solution du schéma décentré amont avec comme second membre
[+ €urn et condition initiale 4(0,-) = ug. Par hypothése, v est solution de
avec comme second membre f et condition initial v(0,-) = ug. Ainsi, w = 4 — v est
solution de avec comme second membre €, -, et condition initiale w(0,-) = 0.
Par stabilité (Proposition [3.3),

ol < 000, Yoo +T Neurtlo -
=0
Or, par consistance (Proposition [3.4)), [[eu7nllo, < const(u) - (7 + h). Ainsi,
|t —v| = l|w|l, < Tconst(u) - (14 h). O

3.3 Exercices

Exercice 3.1. [Transport & vitesse constante] Soit ¢ € R une constante, ug € C*(T)
et u € C1([0,T] x T) la solution de ’équation

{8tu(t, x) + copu(t,z) V(t,xz)€[0,T] x T, (3.4)

U(O, ) = Uo
1. Expliciter la solution de I’équation ({3.4).
2. [Schémas classiques] On suppose que M est pair, h = 1/M et on pose que

up(jh) = (—1)7. Calculer la solution des schémas décentrés & gauche, & droite
et du centré pour cette condition initiale : v&(0,-) = v4(0,-) = v°(0,-) = ug et

ve(t+ 7, x) — vE(t, x) n Cvg(t,x) —v&(t,x — h)

=0
T h
Ud(t—'_Ta :E) —Ud(t,l‘) +C’Ud(t,ﬂj‘+h) _vd(tali) -0
T h
v(t+7,x)—v(t,x)+cv (t,a:—i—h)—v(t,x—h):()

2h

\‘
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En déduire que le schéma aval (i.e. a droite si ¢ > 0 et & gauche si ¢ < 0) et le
schéma décentré sont instables.

Exercice 3.2. [Schémas monotones| Dans cet exercice, qui réutilise les notations
et hypothéses du précédent, on s’intéresse & un schéma général linéaire, de la forme
v(t+7,-) = Av(t,-) ou A : F(T}y) — F(T}) est défini par

Au(x) = Y y(Qu(z+Lh),  yeF([-L,L]).
Le[—-L,L]

On suppose que M > 2L, de sorte que 2L # OmodM.
1. [Monotonie] Montrer que le schéma est monotone (i.e. si u,v € F(T}) vérifient
u > v, alors Au > Av) si et seulement si v > 0.
2. [Ordre] On suppose que pour i € [0, k],

Y ol = (—c%)i . (3.5)

te[-L,L]

Montrer alors que pour toute fonction fonction u € C¥+1(]0,T] x T) vérifiant

(3-4) et pour tout (t,x) € (I; \ {T}) x Th,

|Au(t, z) — u(t + h,z)| < const(k, L) - HDkHuH (R 4 pR).
oo
(Indication : écrire les développements de Taylor et utiliser Oyu = —cOyu.)

3. [Stabilité en norme infinie/ Montrer que si le schéma vérifie (3.5) pour i = 0,
alors il préserve les constante (i.e. si u = C € R, Au = C). En déduire la
stabilité en norme infinie : Vu € F(Ty), |[Aul,, < |lull cc.

4. [Théoréme de Godunov] Montrer que s'il existe schéma monotone vérifiant la
relation (3.5) pour 0 <4i <2, alors —c3 € [—L, L].

(Indication : poser a = —cg et calculer 3 ey (€ — a)?y(0)).

Exercice 3.3. [Schéma de Laz-Wendroff] On garde les notations des exercices pré-
cédents et on considére le schéma de Lax-Wendroff :
VY (t 47, 2) — oV (¢, x) N oW (t,x +h) — oV (t,x —h) A1
c

= Iw —
. 57 5 A (t,x) =0

1. [Ordre] Montrer que le schéma est d’ordre 2 en espace et en temps.
2. [Monotonie] Montrer que le schéma n’est monotone que si 53¢ = 1.
3. [Stabilité L2] Nous montrons maintenant la stabilité L? du schéma, en intro-

duisant la norme et le produit scalaire suivants sur F(T},) :

(uloyp = Yy ul@)o(e), Jull, = v/(ulo).

z€Tp,

a) Mettre le schéma de Lax-Wendroff sous la forme v™V(t 4 7,-) = Av™V (¢, )
ou A : F(Ty) — F(T}) est a déterminer, puis montrer que si ’'on pose
ug(z) = €™ alors Auy, = Apuy. Calculer les coefficients A, en fonction
de a = cy,.
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b) Montrer que si |a| <1, alors [A\gx] < 1.
c) Conclure que |[v™ (¢ + T, )Hh < || (¢, )Hh

Exercice 3.4. Equation de Hamilton-Jacobi. Dans cet exercice nous donnons quelques
éléments d’étude théorique et numérique d’une équation modélisant une propagation
de front. Etant donnée ug : T — R, il s’agit de trouver u : [0,T] x T — R vérifiant

u(0, ) = ug. (3.6)

{atu(t,m) = |0yu(t,z)| V(t,x) € [0,T] x T,
1. [Solutions réguliéres| Nous supposons dans cette question que ’équation ({3.6))
posséde une solution u € C?([0,T] x T).
a) Soit v € C}([0,¢],R) (t < T) une courbe vérifiant |7/|_, < 1. Montrer que
%u(t,y(t)) > 0, et en déduire que si ||z — y|| < ¢, alors u(t, z) > uo(y).
b) En considérant le chemin ~, : [0,¢] — R défini par

{'Ya(t) =T
_ Vu(t, 6(t))
Y%t) = — vt o

et y- = 7-(0), montrer qu’il existe y tel que ||z — y|| < t et u(t, z) = ug(y).
¢) Conclure que pour tout (¢,z) € [0,T] x R%, u(t, x) = maxye p(z.) to(y)-
Etant donné un couple pas de temps/d’espace (7,h) = (%, ﬁ), nous considérons

le schéma, explicite suivant, dont v € F(I, x T) est solution si v(0,-) = ug et si

vt e (T\{T}), v(t+71,) —v(t,-)

= Hhv(t7 )

(t,x+h)—v(t,x) v(t,x—h)—ov(t, x)> (3.7)
h ’ h

ou Hpv(t,z) = max <O, Y

2. ([Monotonie et stabilité.| Mettre le schéma sous la forme v(t+h, -) = A, p(v(t,-)),
ot Ay p 2 F(Ty) — F(T}). Montrer que l'opérateur A, est monotone et pré-
serve les constantes (au sens de l'exercice [3.2]), et en déduire que

[Aznullo < llull -

3. [Consistance] Soit u € C%([0,T] x T) une solution de (3.6)), montrer que pour
tout (t,z) € (0,7 — 7] x T on a

u(t +7,x) — u(t, )

— Hypu(t,xz)| < O(t +h)

Noter que comme [’équation (3.6]) n’est pas linéaire (et de plus, n’admet en général
pas de solutions réguliéres), on ne peut pas en déduire directement la convergence
des solutions du schéma vers celle de ’équation. L’étude de convergence repose sur la
notion de solution de viscosité pour 'équation [3.6], introduite par Crandall et Lions.
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3.4 Correction des exercices

Correction de Uexercice [3.2.
1. Siv >0 et st u>w, alors

Auw) = D afule + ) > Aufa)
CE[-LL] S0 >u(zteh)

Réciproquement, supposons que u > v =—> Au > Av. Fizons { € [—L, L] et définis-
sons

{1 six=Fth+zz€Z
u(z) =

0 sinon

etv = %u Alors

Au(0) =A(t) = Av(0) = 5(0).

On en déduit que v(¢) > 0.
2. On écrit les développement de Taylor & Uordre k + 1 : il existe & € [0,7] et
& € [—Lh, Lh] pour tout ¢ € [—L, L] tels que

Zh Ch)k+1
u(t,z 4 (h) Z oW ) + Ek J)r 1)!a§k+1>u(t, x4 &)
I S AN
u(t+7,x) Z@ u(t (k+1)8 u(t + &, x)
1=0

Comme de plus pour tout i € {0, ..., k}, 8; u = (—c)iaéi)u, on en déduit que

Ault,z) —u(t+7,2) = Y y(Qu(t,x+Lh) — u(t+7,z)
Le[—L,L]

S j G ag(ci)u(t x)
— Z Z (O (Lh) | = (=)' (7) T, I O(TkJrl n hk+1)
i=0 | \te[-L,L] '

Par hypothése, le terme devant w s’annule, ce qui démontre que |Au(t,z) — u(t + 7, 2)| <

O(rF+1 + h*k+1) . Le terme en O est de la forme

1 k+1 k+1 (k+1) k+1

el WPORLICH Lol M C W
Le|—-L,L]

3. Il suffit de remarquer que sous Uhypothése Y ,v =1, si u = C, alors

Au) = S 0=,

Le]—-L,L]
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Pour en déduire la stabilité en norme infinie, on utilise — |jul, < u < |lull
sorte que par monotonie, —A ||ul|, < Au < ||lul|, et par préservation des constantes
—llulloe < Au < ull o, soit [|Aull, < lull

4. En posant o = —c7, et en utilisant le fait que le schéma est d’ordre > 2,
Y. U= = Y Ly)+a® Y () -2a) by(0) =
Le[-L,L] Le|—-L,L] Lel-L,L]
——
—a?2 =1 =a

Comme chacun des termes de la somme du membre de gauche est positif, on en

déduit que V¢ € [—L, L] (£ — a)?~(¢) = 0. Ainsi, si y(£) >0, alors a« = € [-L, L].

Correction de Uexercice [3.3.

1. En posant v = vV,
TC c2r?
v(t+T1,2) =v(t,x) — ﬁ(v(t,m +h)—v(t,x—h))+ —= o (v(t,z + h) —2v(t,x) + v(t,z — h))
e cAr? o T2 e 212
= =4 _ 1—c2— -
<2h+ 2h2>v(t,:c h)—|—< c h2>v(t,:ﬁ)+( 2h+ 2h2>v(t,x—|—h)
—_———— —_——— —_————
v(=1) 7(0) v(1)

Ainsi,

Zv 1) +7(0) + (1) =1

ZW) = y(1) = (1) = -
l

2.2

c°T

Par le résultat de l’exerczce précédent, le schéma est donc d’ordre 2
2. En utilisant & nowveau ezercice précédent, le schéma de Laz-Wendroff est mono-
tone siy > 0 soit

1-c?75 >0
2.2
*% + C2hT2 20
TC 6272
otz 20
Les deuziéme et troisiemes lignes donnent
2
T TC
2>

ch2_

soit % > 1.
3.a. b. Calculons Ueffet du schéma sur un mode de Fourier ug(x) = 62”]“”, Remar-
quons d’abord que uy(x + h) = eF2™ . (z). Ainsi, en posant o = 7€,

a a?
Aug(x) = ug(z) — E(uk(az +h) —ug(z —h))+ E(Uk(:c + h) — 2ui(x) + up(x — h))

— (1 9(62mkh _ e—mkh) 4 Oﬁ

— 5 5 (eQiTrk:h + 6—2i7rk:h _ 2)) uk(:v),
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soit Aug, = Apuy avec

o?

2

a

Ak:1—2

(62i7rkh . 672i7rkh) + (e2i7rkh + 672i7rkh o 2)

« a? 9
=1- 4@'5 sin(mkh) cos(mwkh) — 47 sin(mkh)
car A A
eimkh =20kl _ 9 — 9(cos(2mkh) — 1) = —4sin’(nkh)
2Tkl _ o =2mRh — 9 sin(2rkh) = 4isin(mkh) cos(mkh)
Ainsi,
IAel® = (1 — 202 sin®(7kh))? + 402 sin(nkh)? cos(mkh)?
= 1+ 4a* sin(wkh)* — 4a” sin®(nkh) + 4a® sin®(kh)(1 — sin®(wkh))
=1+ 4(a* — o®)sin*(7kh)
Ainsi, si |a] <1, a* <a? et |\, < 1.
c. Remarque : comme Uopérateur A n’est pas auto-adjoint, on sait a priori seulement
que ||A]] < p(A) ou p(A) est le rayon inverse. Pour avoir linégalité inverse, nous

utilisons que A est diagonalisable dans la base des uy, qui est orthogonale. Plus
précisément, on considére le produit scalaire hermitien sur F(Ty, C)

(ulv)yp, = h Z u(x)v(x) =h Z u(ih)v(ih),

z€T), 0<i<M-1

et |-, la norme associée. et on remarque que si k # k', alors

Zuk(x)uk/(x): Z 2im(k—k")ih

z€T) 0<j<M-1

Y .
— Z (€2z7r(k k)h)]
0<j<M-1
1— eQiﬂ’(k*k’)hM

=T _ezinhM 0.

Ainsi, la famille (ug)o<k<nr—1 est orthogonale. On en déduit que pour tout coefficients
ai,...,ap—1 € C, et tout u =", apug,

> aguy

k h

= Il e [Jurll;
k

2 2 2
< el lurlly = llull; -
k

2
1 Aull; = ‘

En particulier, l'inégalité précédente est vraie si uw € F(Ty, R).



Chapitre 4

Méthode des éléments finis pour
les problémes variationnels

4.1 Problémes variationnels et leurs approximations

Définition 4.1. Soit V un espace de Hilbert et a : V x V' — R une forme bilinéaire
continue sur V. On dit que a est coercive si et seulement si

Ja>0, YweV, |a(v,v)]>alv]?*.
et qu’elle est continue (ou bornée) si
M >0, Vu,veV, l|a(u,v)] <M [lul[fv].

Théoréme 4.1 (Lax-Milgram). Soit a une forme bilinéaire continue et coercive sur
un espace de Hilbert V. Alors, pour toute forme linéaire continue £, il existe un unique

vecteur u € V tel que
Yo € V,a(u,v) = £(v). (4.1)

De plus, on o Uestimation de stabilité suivante
1
u < - E ! .
Jull < — el

Démonstration. Pour tout u € V, v € V + a(u,v) est une forme linéaire continue,
de sorte que par théoréme de Riesz, il existe un unique A(u) € V tel que a(u,v) =
(A(u)|v) pour tout v € V. De plus, lapplication v — A(u) est linéaire continue
(exercice). Soit f € V tel que £ = (f|-). Alors, u est solution de si et seulement
si A(u) = f. Il suffit donc de montrer que l'opérateur A est bijectif.

Soit T'(w) := w— pu(A(w) — f). On va montrer que pour p bien choisi, 'opérateur
T est (strictement) contractant, et posséde donc un unique point fixe, ce qui établit
Pexistence et l'unicité du u tel que A(u) = f. On note « la constante de coercivité

45
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et M la norme d’opérateur de a, de sorte que

2 2
IT(v) = T(w)|]? = [ — w — pA( - w)]|

2 2

— Jlo — w]]® = 22(0 — w]A@w — w)) + u? [ Aw — w)]|
2 2 2

> [Jv = w|* = 2pa|jv — w||* + 2 | Allp o = w]

= (1= 2pa+ p* M) [Jo — w|]?,

et en effet T  est contractant dés que p > 0 est choisi suffisamment petit, et on conclut

par théoréme du point fixe contractant.
Soit u la solution de A(u) = f. Alors,

allull? < au,u) = {flu) < If] llull = €y llu] O

Proposition 4.2. Si a est symétrique, alors u est solution du probléme variationnel
(@) si et seulement si u est le minimum global de J(v) = Za(v,v) — £(v).

Démonstration. En effet,

Ju+tv) — J(u) = %t2a(v,v) + %ta(u,v) + %ta(v, u) — tl(v)

2

ta(u,0) = €(0) + S a(v,0),

de sorte que si u est minimum global de J, alors u est solution du probléme varia-
tionnel. La réciproque est aussi vraie, car si v est solution du probléme variationnel,
alors J(u + tv) — J(u) = t?/2a(v,v) > 0 et u est minimum global de J. O

4.1.1 Approximation dans un sous-espace

Pour approcher le probléme variationnel on considére un sous-espace vec-
toriel V), C V de dimension finie indexés par un parameétre h € R qui a vocation
a tendre vers zéro. Le probléme variationnel discret consiste a trouver une fonction
up, € Vj, tel que

Yoy, € Vy, a(uh,vh) = f(’l)h). (4.2)

Comme la forme bilinéaire a reste coercive sur Vj, il existe une unique solution
up, & ce probléme. On a de plus la caractérisation suivante :

Proposition 4.3 (Lemme d’orthogonalité). Si u est la solution de ({4.1) et up la
solution de (4.2), alors

Yoy € Vi, a(u — up,vp) = 0.

En particulier, si a est symétrique, alors uy, est la projection orthogonale de u sur
Vi, au sens du produit scalaire (-|-)q := a(-,-).

Démonstration. Pour tout vy € Vi, a(up,vp) = £(vy) = alu, vp). O

Notation (Distance & un ensemble). Si V/ C V est un sous-espace fermé de I’espace
de Hilbert V et si v € V, on note d(v, V') = miny ey |Jv — ']
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Le lemme de Céa permet d’estimer la distance entre la solution u, du probléme
variationnel discret (4.2)) et la solution u du probléme variationnel (4.1]) en fonction
de la distance entre la solution u et le sous-espace Vj,.

Théoréme 4.4 (Lemme de Céa). Sia est a-coercive et bornée par M, que u est une
solution de (4.1)) et up est une solution de (4.2)), alors

M
o= unll < ~-d(u, Vi),

Si de plus a est symétrique, alors

M
Ju = unll </ 5-d(w, VA)

Démonstration. Soit vy, € V. Alors, comme v, — u, € Vj,, en utilisant la relation
d’orthogonalité, on a

0=a(up —u,vp —up) = alup —u,vp —u+u—up) =0
soit  a(up —u,up —u) = alup, — u, vy — u)
Comme a est coercive et bornée,

allu— UhH2 < a(up, —u,up, —u) = alup, —u,vp —u) < M ||up, — || ||op — ul| .

Ainsi,
Ju—unll® < 2 i [l
u—u — min |Jop —u
h e v EVR h
Dans le cas symétrique, uy, est la projection de u sur V3, au sens de ||Jul|, := y/a(u, u).

On obtient alors
1 2 2 . 2 . 2
Ml — < — = inf — < M inf - . O
o e = unll” < flu = unll, nf Ju— v " < nf [[w —vn|

Ezemple 4.1 (Méthode de Galerkin). Soit V un espace de Hilbert séparable et (e;)ien
une base hilbertienne. Pour h,, = 1/n, soit V}, le sous-espace vectoriel engendré par
€1,...,en. Soit u la solution de (4.1)). Alors,

2

d(u, Vi, )* < |ju — Z (ules)eil| =20,

1<i<n

de sorte que par Lemme de Céa, on obtient la convergence de la solution uyp, vers
up, lorsque n — oo.

Intéressons nous maintenant au probléme (4.2)). On cherche la solution uy,, sous
la forme up, =37 <5<, wie;. Alors, (4.2) est équivalent au systéme linéaire

VIi<j<n, Y aleje)mi = (flej),

1<i<n

que l'on peut écrire sous forme matricielle Kz = b ot K;; = a(ej, ;). Une difficulté
pratique, qui limite fortement ’applicabilité de la méthode de Galerkin est que la
matrice A est généralement une matrice pleine, au sens ot les entrées K sont (en
général) non nulles.
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On conclut cette section par un critére permettant de montrer la convergence de
up, vers u méme quand on ne sait pas estimer la distance entre u et V},.

Proposition 4.5 (Critére de convergence). S upposons qu’il existe un sous-ensemble
dense W C V et pour tout h € H C R un sous-espace vectoriel de dimension finie
Vi, CV et application vy, : W — V}, telle que

Vw € W, lim ||w — rpw|| = 0.
h—0

Alors, si a est a-coercive et bornée par M, que u est la solution de (4.1)) et uy celle
de (4.2)), alors

lim |lu— uy| = 0.
h—0,heH

Démonstration. Soit ¢ > 0 et v € W tel que [|w—ul| < 3. Comme par hypo-
these limy o [|w — rpw|| = 0, pour tout h suffisamment petit, on a la majoration
|lw—rpwl|| < 3e. Ainsi,

d(u, Vi) < |lrpw —u|| < e.

On conclut en appliquant le lemme (Céa). O

4.2 Probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet

4.2.1 Espace de Sobolev H'(Q)

Définition 4.2 (Dérivée partielle faible). Soit  C R? un ouvert et u € L2(£2). On
dira que u admet une iéme dérivée partielles faible au sens L? sil existe w; € L2(£2)
telles que

voe @, [@ou=- [ o

Remarque 4.1 (Intégrabilité). Pour toute fonction w; € L?(2) et tout ensemble com-
pact K, le théoréme de Cauchy-Schwarz donne, [[wilk/[j1q) < \/WHMHLQ(K)
wi| € LY(K). En particulier, toute fonction ¢ € C>°(K) est bornée et supportée
sur un compact K, de sorte que la fonction ¢w; est intégrable.

Remarque 4.2 (Unicité de la dérivée partielle). Si w;, w] € L2() sont deux dérivées
partielles faibles de u € L?(), alors [ ¢(w; — w}) = 0, pour tout ¢ € C(Q) ce
qui implique que w; = w) par densité de C2°(Q2) dans L?(2). On notera ainsi sans
ambiguité 0;u la dérivée partielle faible, si elle existe.

Lemme 4.6. S’il existe une constante C telle que
Vo € C2(Q), (0idlu)rz) < C 9l

alors u admet une iéme dérivée partielles faible au sens L2
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Démonstration. Soit £(¢) = (0ip|u)r2(q). L'estimation montre que cette forme li-
néaire est (uniformément) continue sur C°(Q) C L2(Q2) et par densité peut étre
étendue en une unique forme linéaire sur L2(Q). Par théoréme de Riesz, il existe
w; € L2(Q) tel que

Vo € LA(Q), U9) = (glws),
ce qui montre en particulier que w; est la dérivée partielle faible. O

Définition 4.3 (Espace de Sobolev). L’espace de Sobolev H!(f2) sur un ouvert
Q) C R? est défini par

HY(Q) = {u € L3(Q) | Vi, du € L2(Q)},

et est normé par

lullFp) = lulfa@ + > 10l -

1<i<d

Nous supposerons une certaine familiarité avec les espaces de Sobolev. Nous ad-
mettrons en particulier les énoncés suivants.
e L’espace de Sobolev H!(£2) muni de la norme |- [l 171(q2) est un espace de Hilbert ;

e L’application linéaire qui & une fonction associe son gradient, u € H'(Q)
Vu € L2(2)4, est continue.

4.2.2 Equation de Poisson

Soit © C R? un ouvert. On s’intéresse & I'équation aux dérivées partielles suivante,
appelée équation de Poisson :

{Au =f sur{ (4.3)

u=20 sur 0f2

Supposons que cette équation admette une solution u € C2(Q)NCY(Q) et que le bord
de I'ouvert soit de classe C'. En multipliant la premiére ligne de (4.4) par ¢ € C°(Q)
et en appliquant la formule de Green[], on obtient

/Qf¢= —/Q<Au>¢

= —/QZ(@@'U)QS
~ [ S0~ [ @uonds = [ vulve)
: Joo "

=0

Ainsi pour toute fonction test ¢ € CL(Q2), on a 'égalité

[ uver= [ ro.

1. fQ uoiv = — fQ v0;u + faﬂ uvn;(z)do, ot n; : IQ — R? est la normale unitaire sortante et o
est la mesure de surface sur 02
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Définition 4.4 (Solution faible & I'équation de Poisson). On note H}(£2) ladhérence
de C2°(£2) vu comme sous ensemble de H'(£2). On appelle solution faible & I’équation
de Poisson une fonction v € H' () vérifiant

Vo € HY(Q), /Q (V| V) = /Q fo (4.4)

Cette formulation est un probléme variationnel de la forme (1)), ou V = H} ()
et o la forme bilinéaire est donnée par a(u,v) = [(Vu|Vv) et la forme linéaire

l(v) = [ fo.

Théoréme 4.7. Soit Q) est un ouvert borné. Alors,
(i) Si Q) estCl, toute solution u € C2(Q)NC°(Q) de I'équation est une solution
faible.
(ii) Si f € L2(Q), il eviste ezactement une solution faible.

Le point (i) est déja établi, et pour avoir (ii) il suffit de pouvoir appliquer le
théoréme de Lax-Milgram. Il suffit donc de montrer que a est coercive, ce qui est une
conséquence directe de I'inégalité de Poincaré.

Proposition 4.8 (Inégalité de Poincaré). Si le domaine Q est inclus dans une boule
de rayon r, alors

Yo € HY(Q), /qﬂ < 4r2/ Vo2
Q Q
Ainsi, (4r% + 1)a(v,v) > HUH%H(Q) el a est coercive.

Démonstration. Par densité et par continuité des deux membres de I'inégalité, il suffit
de savoir établir cette inégalité pour toute fonction v € C2°(2). Quitte a appliquer
une rotation et une translation, on suppose que  C [—r,r] X R41. On applique le
théoréme de Fubini, qui nous donne

/vz—/ / U($1,§)2dx1d§.
Q Rd=1 J[—rr]

Or, comme v(—r,7) =0,

o(@, T)? < (/ Oro(—r + s,:v)|ds>2

T

SQT/ |B10(=r + 5,T)|* ds

-

En utilisant |01v] < |[Vv|| il vient

/02 < 4r2/ / |Vo(z1,T)|? da dz. O
Q Rid=1 J[—r,7]
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4.3 Eléments finis P; dans R!
Pour simplifier, on considére Q@ = (0,1) et x; = ¢h pour 1 < i < M + 1 on
h=1/(M +1). On note P; = R;[X] 'espace des fonctions affines sur R et on note
Vh = {’U € CO([O, 1]) | \V/’L € [[O, M]:I, ,U|[xi755i+l} € Pl}

Vo = {v € Vi, | v(0) = v(1) = 0}.
Soit ¢(x) = max(1 — |z|,0) la fonction “chapeau” et pour 0 < i < M + 1,

o) =0 ("50).

On vérifie sans peine que ¢; € Vj,.

Lemme 4.9. L’espace Vi, (resp. Von) est de dimension M + 2 (resp. M) et admet
pour base eq,...,ent1 (resp e1,...,en). De plus,

Vi C H'(), Vor € Hy(9).

Démonstration. Montrons d’abord que la famille est libre : si vy, = ), a;¢; = 0 alors,
en utilisant la relation ¢;(x;) = 6;; on en déduit que 0 = wvy(z;) = «;. Montrons
ensuite qu’elle est génératrice : soit vy, € Vi et wyp, = Y, vp(x;)¢;. Alors (v, —
wp)(zi) = 0 pour tout ¢ € [0, M + 1], et comme vy, — wp|y,, ,,,,; est affine pour tout
i € [0, M], on en déduit vy — wy, = 0 soit v, = wy,.

Soit maintenant v, € Vj, et ¢ € CY(Q). Alors, par intégration par partie et

télescopage,
Ti+1
fwo= 3 [T
0<i<M
Tit+1 .
= > / vho + [ondli "
o<i<m T
= _/ vy,¢ + (vn(@ar41) G(zar41) —vn(wo) P(wo) .
! =
Comm v}, € L?(Q), on en déduit que vy, € H(). O

Définition 4.5 (Opérateur de restriction). On définit rj, : C°(Q) — V}, par

TR = Z v(x;)di.
0<i<N+1
On vérifie facilement que si v € C2°(Q2), alors rpv € Vo,

Proposition 4.10. Soit v € C?(Q2). Alors,

lo = ravlizg) < ch® [[0"[| 2

| — (Thv),HLQ(Q) <ch H“NHLZ'(Q)

En particulier,
lv =il g ) < b [v"]| 2 g
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Lemme 4.11. Soit o € C?([0,1]), et &(t) = 0(t) — ((1 — t)3(0) + to(1)). Alors,

/ é(t)thgc/ o (t)%dt.
[0,1] [0,1]

/ é’(t)2dt§c/ " (t)2dt.
[0,1] [0,1]

Démonstration. O

Démonstration de la proposition[{.10} Comme Q = Uie{l @i, i, il suffit d’ob-
tenir l’estimation sur chacun des segments o; = [z, x;+1]. Par définition, rpv est
affine sur [z;, z;41] et verifie rpv(z;) = v(x;) et rpv(xir1) = v(Tit1), ie.

ZT; — X Xr — Xy
%v(mz) + W v(Tig1).

rpv(z) =
Ainsi,

Tit1 — X

e(o) = v(0) = (o) = o(o) ~ (T T0(e) + T ol ).

On pose é(t) = e(x; + th) et 9(t) = v(z; + th), de sorte que é(z) = o(z) — ((1 —
t)0(0) 4+ to(1)). Le lemme précédent nous donne alors

/ é(t)*dt < ¢ / o (t)3dt.
[0,1] [0,1]

Avec le changement de variable x = x; 4+ th, on obtient

2 2
r — I Tr —x;
(Y e ()
/[‘Ii,xzurl] < h ) [Iivx’ﬂrl] h

Comme 9" (t) = h?v"(x; + th), on en déduit que

/ e(z)?dz < ch4/ v (z)3d.
[zi,%i41] [zi,%i41]

Ainsi, comme souhaité, on en déduit que
/ ede < ch4/ v (z)3de.
Q Q

Théoréme 4.12. Soit Q =]0,1[ et u € V = H}(Q). On considére une forme bili-
néaire a : V. x V. — R, qu’on suppose a-coercive et bornée (par M) et £ € V'. Soit
u €V et up € Vpy, solution des problemes variationnels

Yo eV, a(u,v) = £(v),
Yy, € Vo, a(uh,vh) = e(’l}h).

O]

Alors,
e Siuc C?([0,1]), alors ||u — up| < c%h
o Siu€ H(Q), alors limy_sq ||u — up|| =0
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4.4 Eléments finis P; dans R?

4.4.1 Coordonnées barycentriques

Afin de pouvoir définir 'espace des éléments finis en dimension d > 1, nous aurons
besoin de quelques notions de géomeétrie affine :

Définition 4.6. Soit zo, ...,z € R% On appelle
e espace affine engendré par xq, ..., xy 'ensemble

aff({x1,...,2x}) = Z AiZ; |)\i€Rk, t.q. Z =1

1<i<k 1<i<k

o cnveloppe conveze de x1,...,x; 'ensemble

conv({z1,...,z}) = Z Aiwi | A € RY | t.q. Z N=1

1<i<k 1<i<k

On dit que les points sont affinement indépendants si I’espace affine qu’ils engendrent
est de dimension k, c-a-d

dim(aff ({zo, ..., 2} — xo) = dim(vect(x1 — g, ..., xx — x0)) = k.

Exercice 4.1. Montrer que pour tout point z € A := aff({zo,...,x}, Pensemble
A—z={x— 2|z € A} est un sous-espace vectoriel de R?, qui ne dépend pas de z.
(Cela montre que la notion d’indépendance affine ne dépend pas du choix de zg)

On appelle fonction affine sur A toute fonction qui peut s’écrire comme la somme
d’une fonction linéaire et d’une constante (ou de maniére équivalente, comme un
polynéme de degré 1).

Proposition 4.13. Soient xo, ...,z € R? affinement indépendants. Pour tout point
x dans A = aff({xo, ..., xx}), il eviste un unique (o, ..., \x) € RETL tel que
Zogigk ity = T
Zogigk Ai =1
On appelle ce Ao, ..., A\ € R les coordonnées barycentriques du point x. Chacune

des applications \; : A — R est affine et vérifie \j(xj) = ;5. De plus, si ¢ : A = R
est une fonction affine, alors

Vo€ A, g(z) = D dlai)i(x).

0<i<k

Enfin, conv({zo,...,xr}) = {x € A| Vi, \i(z) > 0}.
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Démonstration. Si A\ € R vérifie Péquation, alors \g = 1 — A\; — ... — A, de sorte
que la premiére égalité s’écrit

Z Ai(x; — o) = — xp.

1<i<k

Elle adment exactement une solution car z — o € vect({z; — zo}1<i<k) et que la
famille {; — zo}1<i<k est libre. On peut donc définir les applications “coordonnées
barycentriques” A; : A — R. Le fait que \; est affine est laissé en exercice.

Soit maintenant ¢ une fonction affine, et

alors (¢ — qg)(xj) = 0 pour 0 < j < k. Soit V = vect(z1 — zg,...,2r — xo) (qui est
de dimension k) et 1 : V — R définie par ¢(z) = (¢ — 1)(z + x0). Alors, ¥(0) = 0,
donc v est une forme affine, qui s’annule en chaque point x; — xg ot ¢ > 1. Ainsi
¢EOsurV,soit¢:qgsurA. O

4.4.2 Deéfinitions

Définition 4.7 (Simplexe). On appelle k-simpleze de R? un ensemble o C R? obtenu
en prenant ’enveloppe convexe de k 4 1 points zg, ...,z affinement indépendants,

g = Z)\ixi‘)\iZO,Z)\j:1

0<i<k j
Les points g, ...,z sont appelés les sommets de o. On note aussi o = [z, ..., ]

Définition 4.8 (Triangulation). On appelle triangulation d'un ouvert Q de R? une
famille finie T de d-simplexes vérifiant :
(i) Q = Usero (en particulier, 2 est polygonal)
(ii) Pour tout o,7 € T, lintersection o N 7 est un simplexe de dimension k < d
dont les sommets appartiennent & I'intersection des sommets de o et 7.

Lorsque qu’'une triangulation de €2 est notée Ty, avec h € R, on suppose implici-
tement que
(iii) Pour tout o € Ty, le diameétre de diam(o) < h.

Définition 4.9 (Espace P1). Soit 7j, une triangulation d’un ouvert Q2. On pose
o V,:={peC%N) |VYo €T &|,€Pi}, oit Py est I'espace des fonctions affines

sur R,
o Von:=1{¢ € Vi | ¢lyq =0}
e Sy, ={z1,...,zN,} 'ensemble des sommets des simplexes composant 7p,.

Proposition 4.14. Soit Q un ouvert (borné) et Ty, une triangulation de Q.
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(i) L’application linéaire L : v € Vi, = (v(x:))1<i<n, € RV" est bijective, i.e. une
fonction de Vi, est uniquement définie par ses valeurs au sommets Sy de la
triangulation. En particulier,

o Vi, admet pour base les “fonctions chapeau” (¢i)i€ﬂ1,N;Lﬂ défintes par ¢; =
L~ Y(e;) ou plus explicitement par

(Z)Z‘ eV, et (Z)Z(x]) = 5”

o Von admet pour base l'ensemble des ¢; tels que x; & OS).
(#) Vi, (resp Von) est un sous-espace de H*(Q) (resp. HY(Y)). Le gradient d’une
fonction v € Vj, est la fonction constante par morceaus égale & Vv| . sur chaque
simplexe o € Tp.

Démonstration. (i) L’injectivité de l'application linéaire L est directe : si v € Vj,
vérifie v(z;) = 0 pour tout ¢ € [1, N3], alors v = 0 sur tout simplexe, donc v = 0
sur Q. Montrons la surjectivité. Etant donnée w € R™», on peut définir pour tout
simplexe 0 = [z;,...,2;,] de la triangulation 7;, une fonction affine w, : 0 — R
vérifiant wy(7;;) = wy;, via

U}O-(SL‘): Z )\J(m)wlﬁ

0<i<d

ou \; sont les coordonnées barycentriques dans le simplexe (cf. proposition .
De plus pour tout o,7 € Ty, Uintersection ¢ N7 est un k-simplexe engendré par des
sommets communs & 7 et 0. Ainsi we|,~, = wr|,,- Ceci permet de définir définir
globalement une fonction continue v sur {2 = ern o telle que v|, = w, pour tout
simplexe o € Tp. En particulier, v(z;) = w; pour tout ¢ € [1, Ny], et Papplication
linéaire L est donc bien surjective.

(ii) On donne une preuve élémentaire, reposant uniquement sur la définition des
dérivées partielles faibles (qui peut étre sautée en premiére lecture). Notons d’abord
que u est différentiable & l'intérieur de chaque simplexe, i.e. sur ’ensemble

U s
o€Th

qui est de mesure pleine dans 2. On notera J;u la dérivée partielle définie sur
Iintérieur des simplexes, qu’on étendra (de maniére arbitraire) en une fonction
O € L®°(Q2) C L3(Q).

Soit maintenant ¢ € C°(Q2) et ¢ € {1,...,d}. Pour tout ¢t > 0, on note

B,=|J | B,1).
oE€Th €T

L’ensemble B; est inclus dans une union finie de “tranches” d’espace de la forme
{z € Q| [{x|v)—a|] < h}, une par facette de chaque simplexe. Sa mesure de Lebesgue
est donc bornée par O(¢). Ainsi,

dx

[t =i [ ey 2o 1o =0k

t—0 Q t
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et

o(x + te;) — () u(x — te;) — u(x)
/ﬂu(aj) . dz = /Q . ¢(x)dz

Soit € O\ B;. Comme € est 'union des simplexes de Tp, il existe un simplexe o
tel que z € o. Alors, © — te; € o car sinon, z serait & distance plus petite que t de
do, ce qui contredirait I’hypothése ¢ B;. Comme u est affine sur o, u(z — te;) =
u(x) — tdju(z). On en déduit que

/Q u(x — te;) — u(x)¢(x)d$ _ /Qazu(x)qb(x) + /Bt (u(m —te;) —u(z) &u(x)) o(z).

t t

De plus, comme u est Lipschitzienne, |u(x — te;) —u(xz)] < Lt pour une certaine
constant L. En utilisant |B;| = O(t) on en conclut

o(x +te;) — p(z) 2
/Q () : de = /Q dru()d(x) + O(H),

ce qui démontre que J;u est la dérivée faible de u.
(NB. La démonstration de l'inclusion Vo, C Hg(Q) est assez technique et sera ad-
mise.) O

4.4.3 Convergence

Définition 4.10 (Opérateur de restriction). Soit 7T, une triangulation de 2. On
définit rp, : C°(Q) — V}, par

(@) = Y v(w)di(),

iEHl,Nh]]

ol x1,...,xy, sont les sommets de la triangulation 7, et ol ¢; sont les “fonctions
chapeau” définies dans la proposition f.14]

En d’autre termes, la fonction rpv € Vj, est 'unique fonction continue, affine par
morceau sur la triangulation 7y, et vérifiant par rpv(x;) = v(z;). En dimension d > 2,
le controle de lerreur ||r,v — v|| nécessite une hypothése sur la triangulation.

Définition 4.11 (Triangulation p-réguliére). Une triangulation 75, d'un ouvert 2 C
R? est appelée p-réguliére (ot p € ]0,1]) si tout simplexe o € T, contient une boule
de diameétre plus grand que ph.

Cette définition impose en particulier que les simplexes de 7;, ne soient pas trop
“aplatis”. La construction en pratique de triangulations p-réguliéres est un probléme
difficile, en particulier en dimension d > 3 et pour des domaines admettant des coins.

On admet temporairement la proposition suivante :
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Proposition 4.15. Soit Ty, une triangulation p-régquliére d’un ouvert Q et Vo, les-
pace d’éléments finis Py défini par Tp. Alors,

— h
e (@), v =rvllmie < el|D?], .

ot la constante ¢ ne dépend que de €.

Théoréme 4.16 (Convergence de la méthode des éléments finis). Soit
e O est un ouvert borné de R,
V = HYQ) (resp. V= HY(DQ)),
e a:V XV — R une forme bilinéaire continue et a-coercive,
e /:V — R une forme linéaire continue.
On se donne également
o (Th)new une famille de triangulations p-réguliére de €2,
o [’espace l’espace d’éléments finis Vo, (resp. Vi) P1 défini par Ty,.
Soit u € V la solution du probléme varialionnel continu et up, € Vo, (resp. Vi)
la solution du probléme variationnel discret (4.2]). Alors

(i) Siu e C*Q), alors ||u— upll o) < cllal HDQUHOOh.

= Tpa

(#3) Dans le cas général u € HY(Q) on a limp,_o pep ||u — Uh”Hl(Q) = 0.

Démonstration. On traite le cas V = H}(Q), le cas V = H'(Q) étant analogue.
(i) Par le lemme de Céa, on sait que

ol lall
- < —d 7V < — - 3
lu = unlly = ==d(w, Von) < == llu = raully
que l’on majore en utilisant la proposition [£.15]
(ii) 11 suffit d’appliquer le critére de convergence de la proposition . O

4.5 Interpolation avec des éléments P

L’objectif de cette partie est de démontrer la proposition suivante.

Proposition 4.17. Soit 0 C R? un d-simpleve, v € C?(0) et © € Py telle que © = v
aur sommets de o. Alors,

lo = 8lf22 () < [|D20]|2, Leb(o)n? (4.5)

h4

~ 2
IV0 = Volfag < ||D?0[[1q, Leb(0) -5 (4.6)

ot h est le diamétre de o, r le diameétre de la plus grande boule contenue dans o,
¢ = c¢(d) est une constante et Leb est la mesure de Lebesgue.

Montrons comment cette proposition implique la Proposition {.15]
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Démonstration de la Proposition [[.13. Soit v € C?(£2). Alors, par la proposition pré-
cédente

2 2
lv = rollzg) < Y o= vl

o€Th
<h4—|—c> 3~ Leb(o) D%,
o€Th
< (@ HD2 I%-
ou l'on a utilisé r > ph. O
Soit o = [Ao, ..., A4] un d-simplexe de R?, et soit \; : R* — R les coordonnées

barycentriques, i.e. I'unique fonction affine telle que A\;j(A;) = &;;.

Lemme 4.18. Les \; vériﬁent les propriétés suivantes pour tout z € R? :

(i) Zo<@<d/\( r) =
(i) ZO<z<d i(®)Ai = x;

(iii) si o contient une boule de diamétre r, alors |V ;(z)| < L.

Démonstration. Nous avons déja vu (i) et (ii). (iii) Comme ); est affine, son gradient
est un vecteur constant p; € R?. Comme o contient une boule de rayon r, il existe
deux points x,y € o tels que
y-r_ pi
r 14|
de sorte qu’en utilisant \;(y) = \i(x) + (pily — z) et 0 < A\i(y), Ni(x) <1,

1
- U
r

1 1
Il = Hpily — ) = - () — M) <
Démonstration de la proposition [{.17. Soit v € C?(c) et soit ¥ I'interpolation lindaire

de v sur le simplexe :
=3 Xi(@)v(4

On pose T;(z,t) = x + t(A; — z) = (1 — t)x + tA;. La formule de Taylor avec reste
intégral donne

v(A4;) =v(z+ A4 —x)

1
=v(z) + (Vou(x)|A; — x) —1—/0 (A; — z|D?0(Ti(z, 1)) (A — x))(1 — t)dt
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En utilisant cette formule dans 9(z) = > ;<4 Ai(2)v(4;) et en la combinant avec
les égalités Y . N\;j(x) =1 et >, N\i(x)A; = x, on obtient

bz)= > Aiz)v(4

1€[0,d]
1
= Ai(z) [v(z) + (Vo(x)|A; — ) + [ (A; — 2|D>u(Ti(x, 1)) (A; — x))(1 — t)dt
Pl J )
= (Z Ai(@)) v(z) + (Vo ()| Z Ai(@)(Ai —
7 ~- i -

x)—l—Z/O (@) (Ai — 2[D20(Ti(z, ) (A; — 2))(1 — t)dt

Ceci donne
2
[9(z) — (/0 A; — z|D*0(Ty(x, 1)) (A; — 2))(1 t)dt)
0<i<d
1 2
< Ni(z)(A; — 2| D20 (Ty(x, ) (A; — )Y (1 —t) | dt
/0 O;d
/ 2) | 4; — z||* [|D?o(Ti(x, )| (1 — t)%dt
0 o<i<d

ou on a utilisé deux fois I'inégalité de Jensen (la deuxiéme application utilise que
Y o<i<qg Ni(z) =1 et Aj(z) > 0), 'inégalité de Cauchy-Schwartz et la définition de la
norme d’opérateur. De plus, en se rappelant que le diamétre de o est majoré par h
(soir ||A; — z|| < h) on obtient en intégrant sur o que

/ |o(x) — v(z)|* da < Leb(o) || D], h*
Majorons maintenant la norme [|[Vo — Vo[ 2(,y. Soit p; = VA;. On a

0<i<d

1
= 5 (o) (Tolol - )+ [ 14— alDPu(T ) A - et )

0<i<d

Posons g(7) := > .;<4(Vv(z)|A; — x)p;. En utilisant les propriétés des fonctions A;
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on obtient que pour tout j € [0, d],
(g(@)|4; —z) = Y (Vo(@)|Ai — x)(pi] 45 — x)

0<i<d
= (Vu(@)[Ai — 2)(Ai(45) —Aiz))
= (Vo(a)|4; —2) = (Vo(@)| D Ni(@)(4; — )
0<i<d

=0
= (Vu(@)|4; — ),

et comme les vecteurs A; — z engendrent R?, on en déduit que g(z) = Vu(z). Ainsi,

1
Vio(x) — Vo(z) = Z </0 (A; — 2|D*0(Tj(xz, 1)) (A; — z))(1 — t)dt) Dj.

1<i<d

On majore la norme de la différence comme précédemment, en utilisant de plus
I'inégalité ||p;|| < 1/r, démontrée dans le lemme |4.18] O

4.6 Exercices

Exercice 4.2. Triangle plat et approzimation du gradient. Soit o C R? le triangle
de sommets A = (h%,0), By = (0,£h), qui est de diamétre O(h), et v(z) = 22 + x2.
1. Calculer 0 = rpv.
2. Montrer que [|[V0 — Volly2(,) = Leb(o).

Conclusion : sur un tel triangle, Uapprozimation du gradient de v : x — ||z
par celui de U est trés mauvaise !

Exercice 4.3. Discrétisation sur un ouvert non-polygonal. Soit  un ouvert borné,
a une forme bilinéaire, continue et coercive sur V = H}(Q), £ € V*. On se donne
(Th)hen une famille de triangulations p-réguliére d’ouverts 25 C Q et on note Vpy
les espaces d’éléments finis associé. On fait 'hypothése que §2;, converge vers {2 au
sens suivant : pour tout compact K C Q, Jhg > 0 tel que Yh € H N[0, hol, K C Q.
Soit up, € Vop, la solution du probléme variationnel discret
Vo, € Von, a(up,vn) = £(vn),

et w € V la solution du probléme variationnel continu

Vo eV, a(u,v) = {(v).

On admet que H} () € HL(Q).
1. Soit v € H(Q). En approchant v par des fonctions C°(£2), démontrer que
utilisant la définition de H}(Q), montrer que

limd(v, V3) = li i — = 0.
lim, d(v, Vi) = lim min. [jv —vn ]l

2. Conclure & la convergence du schéma : limp_,g up = u.



Chapitre 5

Probléme d’obstacle

Soit Q un ouvert de R? et V := H}(), et J(u) := HVuHig(Q). On se donne une

fonction W € C*°(Q) N HL(2), et on s’intéresse au probléme suivant :

Zréi[r(l J(u) (5.1)

ou
K={veV|v>Vpp.}

Remarque 5.1. L’énergie élastique d’une membrane attachée aux bords du domaine

est donnée par
j(u)—/ 1+ [Vl
Q

L’énergie qu’on considére peut étre vue comme une linéarisation de cette énergie,
valable lorsque Vu est “petit”.

5.1 Rappels sur la convergence faible

Définition 5.1. Soit V un espace de Hilbert. Une suite (uy,) € V' converge faiblement
vers u € V si
YoeV, lim (uylv) = (ulv).
n—-+0o

On appelle valeur d’adhérence faible d’une suite (u,) tout vecteur u € V qui est
obtenu comme limite faible d’une suite extraite de (uy,).

Théoréme 5.1 (Banach-Alaoglu). Si (uy) est une suite bornée, alors il existe une
suite extraite (uq(n)) faiblement convergente.

Corollaire 5.2. Si (u,,) est une suite bornée n’‘admettant qu’une valeur d’adhérence
faible u, alors elle converge faiblement vers u.

Remarque 5.2. e La fonction H||%/ n’est pas faiblement continue. Par exemple,
considérer (ey)n>1 une base hilbertienne de I'espace V. Alors, lim,, 4o €, =0
mais limy, 400 |len]|* = 1.

61
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o Si (uy) converge faiblement vers u et si limy,_, o ||un|| = ||u||, alors u,, converge
fortement vers w.

Définition 5.2. Une fonction J : V — RU {400} est dite (séquentiellement) faible-
ment continue (resp. semi-continue inférieurement) si pour toute suite u,, convergeant
faiblement vers u, on a J(u) = limy—y 4o J (up) (resp. J(u) < liminf, 1o J(uy)).

Ezemple 5.1. e Soit v € V. Alors J : u € V — (u|v) est faiblement continue.
e Si (J;)ier est une famille quelconque de fonctions faiblement sci, alors J(x) =
sup;es Ji(x) est aussi faiblement sci.
e 5i f: R — R est continue et J : V — R est faiblement sci, alors f o J est
également aussi sci.
e Ainsi, H||%/ est faiblement sci, comme composée de la fonction carré et de
[ - w € V' = supyjy) =y (ulv).

5.2 Existence et caractérisation de la solution

Proposition 5.3. Le probleme (5.1)) admet une unique solution.

Lemme 5.4. Ona K ={v eV |V € CX(Q,RT), [dv > [¢U}. Ainsi, ensemble

K est faiblement fermé.

Démonstration. Montrons d’abord 1’égalité entre les deux ensembles. Si v > ¥, alors
ona [¢v> [ ¢V pour toute fonction ¢ € C°(£2), ¢ > 0.

Montrons l'inclusion réciproque. Soit v € V tel que v 2 ¥ p.p. Alors, il existe
g€ > 0 et un ensemble A de mesure > 0 tel que v < ¥ — ¢ sur A. Il existe une suite
de fonction ¢, € C°(2), ¢, > 0 approchant la fonction caractéristique x4 de A (i.e.
limy, o0 || — XA||L2(Q) = 0), de sorte que

0<5\A\§/\Il—v§lim inf /¢n(\II—v).
A n—-+0o00

Ainsi, il existe ¢ € C°(Q,RT) tel que [¢v < [ ¢U soit v € K. O

Démonstration de la proposition[5.3 Soit v, une suite minimisante, ¢’est-a-dire que
vn, € K et J(vy,) converge vers m := inf,cx J. Sans perte de généralité, on suppose
que la suite (J(vp))nen est décroissante, de sorte que J(vy,) < J(vp). Ainsi, la suite
(Un)nen est bornée dans V' et par théoréme de Banach-Alaoglu, elle admet une sous-
suite (v,(n)) qui converge faiblement vers v*. Or, par le lemme précédent, 'ensemble
K est faiblement fermé, donc v* € K. De plus, J étant semi-continue inférieurement,

J@*) < lim J = lim J =m =inf J
(v7) = lim J(v5(n) = lim J(v,) = m = i
Ainsi, v* est minimiseur du probléme.

Pour montrer I'unicité de la solution, raisonnons par ’absurde : soient ug, u; € K
deux minimiseurs de J sur K, que I'on suppose distincts. Alors, u = 3(ug+u1) € K
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— car K est convexe comme intersection de demi-espaces — et u est donc admissible.
De plus, comme J est strictement convexe,

Tw) < 5(I(0) + J(ur)) = T(uo),

ce qui contredit la minimalité de ug. On en déduit I'unicité. ]

Proposition 5.5. Une fonction u € K est solution de (5.1]) si et seulement si
Vv e K, /(VU\V(U —u)) > 0.
Q
Démonstration. Notons d’abord que pour tout u,v € K et t € [0, 1],
J(1—thu+tv) =J(u) + Qt/Vu(Vv — V) + 2| Vu — Vo3 .
Si u est minimum de J sur K et si v € K, alors
T(w) < J((1 = )+ tv) = J(u) + 2t / Vu(Vo — Va) + £2[|Vu — Vo2,

d’ott Pon déduit que [ Vu(Vv — Vu) > 0.

Réciproquement, si v € K et si [ Vu(Vo—Vu) > 0 alors Vi € [0,1], J((1 —t)u+
tv) > J(u), d’out en particulier J(v) > J(u). O
Proposition 5.6. Si la solution u de (5.1)) appartient ¢ C*(Q), alors

u>WUet —Au>0  sur)
—Au=0 sur QN {u > U}

Remarque 5.3. En dimension d = 1, la solution est donc concave.

Démonstration. Soit v € C°(2), v > 0. Si u € K, alors pour tout ¢ > 0, u + tv
appartient aussi & K. Par la proposition précédente, on obtient

/(VU\V(U +tv —u)) >0,
Q
En intégrant cette inégalité par partie, on obtient
Vo e CP(Q,Ry), — / (Au)v < 0.
Q

Comme Awu est continue par hypothése, on en déduit que —Awu > 0.
Comme u est continue, 'ensemble O = {u > ¥} est ouvert. Soit v € C°(Q2).
Alors, comme u et W sont continues et u > W sur 2, il existe € > 0 tel que

Vt € [—e,e]l, u+tv>T,

c’est-a-dire u + tv € K pour tout t € [—e,¢]. Alors, toujours par la proposition
précédente et par intégration par partie, on obtient —Awu = 0 sur O. O
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5.3 Discrétisation du probléme d’obstacle

Pour simplifier, on suppose que le domaine 2 est polygonal, et on se donne une
famille uniformément réguliéres de triangulations (73 )nex de €. On note toujours

Vi, ={p€C’Q) | Vo €T o|, €Pi}

Vo ={0 € Vi | ¥|yq = 0}

Etant donné ¢ € C%(Q), on définit r,¢ I'unique fonction appartenant a Vj, et vé-
rifiant r,¢(z) = ¢(x) pour tout sommet de la triangulation. On sait alors par la

proposition .15 que
2 = . —_—
Vo € C5(Q), lim [lrné — |y (q) = 0-

On pose enfin
Kp:={¢€Vor | ¢ > rpV}.

On remarquera deux choses :
(i) a priori, Kj n’est pas contenu dans K (car r, ¥ n’a aucune raison, a priori, de
majorer de V)
(ii) pour tout v € K NC>®(Q), on a rpv € Ky,
Finalement, on considére le probléme discret
min J(v). 5.2
min J(0) 52
En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration de (5.3) (il suffit de
montrer que K, est fermé), on obtient l'existence d’une unique solution & (5.2)).

Théoréme 5.7. Soil u la solution continu et uy, celle du probléme discret .
St l'une des trois hypothéses suivantes est vérifiée :

(i) u € C?(Q);

(ii) K NCX(Q) est dense dans K ;
(#3i) obstacle vérifie ¥ < 0 dans un voisinage de zéro,

alors limp,_yq [|u — uplly, =0

On ne traite que le second cas, le premier cas étant plus simple (le rédiger consti-
tue un bon exercice!). Pour traiter le cas (iii), il suffira d’utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.8. On suppose que ¥ < 0 dans un voisinage de 9. Alors, K N C(Q)
est dense dans K.

Démonstration du théoreme [5.7. Soit uj, € K}, la solution du probléme discret. Comme

U e C®(Q)) et W[y, =0, on sait que r, ¥ est bien défini et r, ¥ € K. Ainsi,
J(up) < J(rp®)

Comme de plus, limp_o [|r, ¥ — \IIHHl(Q) = 0, on sait que la suite 7, ¥ est bornée.
A fortiori, la suite uy, est également bornée, et on peut supposer i sous-suite prés
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que up admet une limite faible u* € V lorsque h — 0. Comme up € Kp, on sait que
up, > rp ¥ ponctuellement, de sorte que

v e @B, [uno> ()0
> [ W6~ ¥ = Wy 9z

En passant a la limite & — 0, on obtient [u*¢ > [ W¢ pour toute fonction ¢ €
C*(Q), soit encore u* € K. Ainsi, J(u*) > ming J.

Passons a l'autre inégalité. Soit u la solution du probléme continu . Alors,
par le lemme pour tout 7 > 0 il existe u” € KNC°(2) tel que [[u — u"|[ 1) < 7.
Alors, rpu appartient & K, et donc J(up) < J(rpu'). Or, comme r,u’ converge vers
u" fortement, et comme J est sci, on obtient

J(u*) <liminf J(up) < lim J(rpu’) = J(u"),
h—0 h—0
ol 'on a utilisé la semi-continuité faible de J pour obtenir l'inégalité de gauche. En
prenant la limite (forte) du membre de gauche lorsque n converge vers zéro, on en
déduit que J(u*) < J(u). Ainsi J(u*) = J(u) et w* € K. Ainsi, par unicité de la
solution de (5.1) (Proposition [5.3), on sait que u* = . Ainsi, la suite bornée (uy)
posséde une unique valeur d’adhérence faible et converge donc faiblement vers celle-
ci, i.e. limy_,o up, = u faiblement. Comme de plus J(u) = HuH%/ = limy,0 J(up), on
en déduit que up converge en fait fortement vers w. O

La démonstration du lemme [5.8| est délicate, et repose sur le résultat suivant, que
nous admettons :

Lemme 5.9 (Stampacchia). Soit Q un ouvert borné. Alors lapplication
(v,w) € H'(Q) x H(Q) — max(v,w) € HY(Q)
est (fortement) continue.

Démonstration du lemme 5.8 Etape 1. On commence par démontrer que K NC2(1)
est dense dans K. Pour cela, on considére v € K, et on considére une suite w,, €
C°(€2) convergeant fortement vers v, on pose

v, = max(wy, V),

qui est continue et a support compact (car ¥ < 0 dans un voisinage de 9f2) et
contenue dans K. Par le lemme de Stampacchia,

lim v, = max < lim w,, ‘l’) = max(v, V) = v.
n—oo n—oo
Ceci montre que v peut étre approché par des fonctions de K N C%(Q).
Etape 2. Nous montrons maintenant que toute fonction v € C2(Q)N K peut étre
approché (en norme H') par des fonctions de C°(Q2) N K. Pour cela, on considére
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une suite p, € C°(RY, R*) telle que [ p, = 1, et spt(p,) € B(0,7,) oil la suite (r;,)
est décroissante et tend vers 0. Quitte a renuméroter la suite, on peut supposer que

2r1 < :=min | min d(x,02}), min d(z, 90
1< = min  min (o, 00)). min d(z.00) )
de sorte que wy, := py, * v appartient a C2°(f2) et que de plus, pour tout point = a
distance < 7 de 0%, on a wy(z) = 0 > Y(z). De plus, w, converge uniformément
et pour ||| ;1 vers v. Il se peut que cependant w,, #? ¥, et 'on pose donc

€n = maxmax(¥ — w,,0) > 0,
Q

lI-lloo

de sorte que wy, + €, > V¥ et comme w, — v > ¥ on sait que &, converge vers
zéro lorsque n — 0o. Soit enfin x une fonction C°(Q2) telle que x > 1 sur I'ensemble

Q' ={xeQ|d(z,00) >r}.
On pose v, = wy, + €1, de sorte que

Ve & Q) wy(z) + x(2)en > va(z) =0 > ¥(x)
Ve € Q) wp(z) =vp(x) +e, > ¥(x),

ce qui montre que v, € K. Enfin, on vérifie facilement que v, converge vers v dans

C>®(Q) et donc & fortiori dans H'(Q). O

Remarque 5.4. La démonstration du théoréme se généralise mutatis mutandis aux
hypothéses suivantes :
(a) J:V — R est uniformément convexe et continue
(b) K est un convexe fermé
(c) Pour toute suite (vp,);, bornée telle que v, € K}, tous les points d’adhérence
faible de (vp,) sont dans K
(d) I existe K CV et tel que K = K et 1, : K — K}, tel que

Yv € K, lim rpv = v fortement.
h—0

5.4 Exercices

Rappel : projection sur un convexe fermé Dans les deux exercices ci-dessous,
on utilisera le théoréme suivant : si V est un espace de Hilbert, et si K C V est un
convexe fermé, alors pour tout u € V, le probléme de minimisation suivant

inf |lu— v
veK

admet un unique minimiseur, noté Il xu, appelé projection orthogonale de u sur K,.
IIxu est 'unique élément de K vérifiant ||u — Hxu|| = mingeg ||u — v||.
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Exercice 5.1. Probléme d’obstacle sur Q =10,1[ (examen 2019).

Soit V' = HA(Q) muni de la norme ||, = 01 v'(x)2dx. On rappelle que comme
d =1, les fonctions de V' admettent un unique représentant continu, permettant de
considérer V comme un sous-espace vectoriel de C°(2). Enfin, on rappelle que si (vy,)

converge vers v € V pour ||-||y,, alors (v,) converge uniformément vers v.

Probléme d’obstacle Soit W € V et K = {v € V | v > ¥} Le probléme d’obstacle
s’écrit
E = mi 2 .
min [|v]ly, (5.3)

Probléme d’obstacle discret Etant donné N > 1 on considére (x;)o<i<ny+1 dans €,
ott #; = hi et h = 1/(N + 1). On note P! C C°(R) les fonctions affines et

VN:{UGCO(Q)]V()S@'SN,U\[ € P! et v(0) = v(1) = 0}

Ti,Tit1]
Ky = {U cVy ’ V<< N,U((L‘Z‘) > \I/(.%'l)}

Le probléme d’obstacle discret s’écrit alors

. 2

Ey = UIiIél}I{lN lvlly (5.4)

1. Démontrer que K et Ky sont convexes et fermés, et que les problémes et
(5.4) admettent chacun un unique minimiseur, noté u € Vet uy € V.

2. Pour v € V, donner 'expression de 'unique fonction o € Vi telle que Vi €
[0, N + 1], 0(x;) = v(x;). Montrer que ry : v € V +— 0 € Viy est linéaire.

3. Démontrer que pour tout v € C*(Q)NV et & comme dans la question précédente,

Tit1 9 Tit1 9
/ |/ (2)| dx</ v/ ()| da.

i

En déduire que HT‘NUH%/ < ||1)H%/ puis que 7y est continue.
4. Démontrer que Vv € V, limy_, 4o ||[v — ryv|ly, = 0.
5. Dans cette question, on démontre que (un)n>1 converge faiblement vers u.
a) Démontrer que si v € K, alors ryv € Ky, en déduire Ey < E.
b) Montrer que si (uy(n))N>1 est une sous-suite de (uy)n>1 qui converge
faiblement vers @ € V, alors ||a||* < |jul/®.
¢) En admettant que u € K, en déduire que u = u.
d) Montrer que la suite (un)n>1 est bornée, conclure.

Exercice 5.2. Théoréme de Stampacchia. Soit V un espace de Hilbert, a : VxV — R
une forme bilinéaire continue et a-coercive et K C V un convexe fermé. L’objectif
est de démontre l'existence et 'unicité de u € V tel que

Yve K, a(u,v—u)>0. (5.5)

(Remarquer la similarité avec la caractérisation de la solution au probléme d’obstacle,

dans la proposition[5.5)
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Pour cela, on considérera (comme dans la démonstration du théoréme de Lax-
Milgram) Popérateur A : V — V défini par

Vo € V, (A(u)|v) = a(u,v).
On admet que la projection orthogonale sur K, définie par (?7) vérifie
Vo e K, (u—Ilgulu—wv)>0.

1. Démontrer que u est solution de si et seulement si u est point fixe de
Papplication T : v € V = Ilg (v — 7A(v)), pour 7 > 0.

2. Montrer que 'application Il vérifie Vu,v € V, (IIxu — lgv|u — v) > 0, puis
que Ilx est 1-Lipschitzienne.

3. En suivant la démonstration du théoréme de Lax-Milgram (théoréme[d.I), mon-
trer que si 7 > 0 est suffisamment petit, la fonction T’ est contractante.

4. Conclure.
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